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导读

这部讲义不把模型范畴当作最终对象, 而把它看成组织和计算局部化的一套坐标. 第一
章准备经典范畴论语言；第二章从相对范畴出发, 说明余纤维化、纤维化、对象替换与同伦
怎样让普通同伦范畴变得可计算；第三、四章再把视野提升到完整的高阶映射资料与内部语

言.
全书有两条互相对照的主线：

• Topcgwh 'Q sSetKQ：从拓扑空间与 Kan 复形描述空间；HoTT 提供相呼应的内部语言
视角；

• sSetJ 'Q sCatB：从拟范畴与单纯范畴描述 (∞, 1)-范畴.

第二行的 Quillen 等价由取道路范畴–同伦脉伴随给出. CaTT 则从定向球状胞腔、粘合语境
与高阶相干性公理化更一般的弱 ω-范畴；它不是上表中的第三个 Quillen 等价, 也不能在不
增加高维可逆性条件时直接当作拟范畴的内部语言.
因此, 阅读时应始终区分三个层次：语法, 具体点集模型, 以及模型所呈现的高阶范畴.

所谓 “模型独立”, 指结论最终只依赖第三层；它并不意味着证明和计算时不再使用前两层.
记号上, 全书统一以 HomC(x, y) 表示 C 中从 x 到 y 的态射对象. 若 C 已声明为经典

1-范畴、单纯充实范畴、拓扑充实范畴或 ∞-范畴, 则它依次是集合、单纯集、空间或生象.
当同一处比较多个层级时, 我们以 C0、hC 或 (C,W)∞ 等下标明确所处的层级, 而不只依赖
语境.

分次记号方面, 单纯对象与余单纯对象分别写作 X• 与 X•；链复形与共链复形分别写

作 K∗ 与 K∗.
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第 1章

范畴论基础

• 范畴论是一门数学分支,最开始由 Eilenberg与 Mac Lane引入以解释自然变换的 “自然
性”. 请读者回忆有限维向量空间 V 与其双重对偶 (V ∨)∨ 的自然同构 evV : V ' (V ∨)∨,
在线性代数中, 我们称该同构是 “自然的”, 或 “典范的”, 以 evV 为例, 一般而言, 可以如
下来理解自然性

1. 它不依赖于基的选取. 事实上, 可以直接写下公式 evV (v) = 〈−, v〉 : V ∨ → k, 这不
需要选取有序基等辅助信息.

2. 它与线性映射的结构是兼容的, 即

V W

V ∨∨ W∨∨

T

evV evW

T∨∨

• 范畴论的原理是将不同数学分支的数学理论抽象出来, 只保留两种信息: 数学对象, 以
及其间态射 (我们所关心的箭头, 或者说是相容的箭头, 例如在我们关心拓扑空间时, 所
考虑的箭头即为连续映射, 在关心概形时, 所考虑的箭头往往为概形间的态射). 由此我
们可以解释自然或者典范.
在考虑从结构 A 中得到结构 B 的信息时 (或者说从范畴 C 中得到范畴 D 的信息, 比方
说你考虑带点拓扑空间 (E, e) 的基本群 π1((E, e)) 时), 我们就需要用到函子的概念, 上
述例子给出了一个函子 Top⋆ → Grp(例 1.1.3), 更为经典的使用函子的例子是 Brouwer
不动点的证明, 可见定理 1.1.14.
当然, 函子可能具有一些诸如伴随, 保 (余) 极限, 可表等性质具体内容我们将在后文进
行讨论.

• 在一切开始之前, 我们还需要进行一个观察: 在讨论群的时候, 我们经常认为同构的群
是一致的; 在讨论拓扑空间的时候, 我们经常认为同胚的拓扑空间就是一致的. 所以同

1



第 1章 范畴论基础

构/同胚是一种在对应结构中所适用的等号 (在对应的代数结构中它往往比严格相等更
加有用). 因此在范畴论中, 我们自然而然的提出一个朴素观点: 以同构代替严格等式.1

• 为避免集合论枝节,固定一个 Grothendieck宇宙 U . 本文中的 “小”均指 U -小; Set、Cat
等大范畴默认在一个更大的宇宙中解释.

本章主要参考 [代数学方法卷一,第二章,第三章], [wwli卷二,第一章], [Kerodon, Chap-
ter 1] 以及 [nLab, 对应词条].

§ 1.1 范畴, 函子, 自然变换

本节来介绍基础的范畴与函子概念

1.1.1 范畴

粗略来说, 范畴就是一些点与其间的箭头所构成的结构, 其具体定义如下:

定义 1.1.1. ((1-) 范畴) 一个 (1-) 范畴 C 系指以下信息:

1. 集合 Ob(C) , 其内元素称作 C 的对象.

2. 对任意 x, y ∈ Ob(C), 有一个集合 HomC(x, y), 其元素称为从 x 到 y 的态射.

3. 对任意 x ∈ Ob(C), 有一个元素

idx ∈ HomC(x, x),

称为 x 到自身的恒等态射.

4. 对任意 x, y, z ∈ Ob(C), 有一个映射

◦ : HomC(x, y)×HomC(y, z)→ HomC(x, z),

(f, g) 7→ g ◦ f,

称为复合,

并且满足以下两条公理

• (单位律) 对任意 x, y ∈ Ob(C), 及任意 f ∈ HomC(x, y), 有

idy ◦ f = f = f ◦ idx.

1类型论中需要区分元语言里的判断相同 (或定义相同) 与恒等类型中的项; 后者本身还能保留更高信息. 参见
第 4 章.

2



第 1章 范畴论基础

• (结合律) 对任意 x, y, z, w ∈ Ob(C), 及任意 f ∈ HomC(x, y), g ∈ HomC(y, z), h ∈
HomC(z, w), 有

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f),

故可记之为 h ◦ g ◦ f , 而不产生歧义.

注记 1.1.2. 我们常常使用以下记号:

• 如果 x ∈ Ob(C), 我们简记为 x ∈ C.

• 如果 f ∈ HomC(x, y), 我们也记 f : x→ y, 或者 x
f−→ y.

• C 中所有态射构成的类常记为 Mor(C). 取来源与目标给出一对典范映射

Mor(C) Ob(C)
t

s

其中 s 与 t 分别表示态射的来源和目标.

• 图表加箭头是讨论范畴的方便语言. 其中最常用的是交换图表的概念, “交换” 指态射
合成后的结果相等, 就是说图表中链接同一始末点组的道路给出相同的作用效果, 例如
以下二则图表

x y

z

f

h
g

x y

w z

f

u g

v

的交换性分别再说 g ◦ f = h 以及 v ◦ u = g ◦ f .2

事实上, 在这一步我们没有做什么不平凡的举动, 为方便读者理解, 我们给出以下例子

例 1.1.3. 1. 当我们关心某一类数学对象的全体时, 可以取它们构成的范畴, 此时态射即
为数学结构所容许的映射, 或者说保持数学结构的映射, 例如

• 所有 U -小集合及其间映射构成范畴 Set.

• 所有 U -小群及其间群同态构成的范畴 Grp.

• 域 k 上全体向量空间及其间线性映射所构成的范畴 Vect(k).

• 拓扑空间及其间连续映射构成范畴 Top.

• 所有光滑流形及其间光滑映射构成范畴 Mani.

• 可测空间及其间可测函数构成范畴 Meas, 但是这一空间事实上缺少了很多信息
(比如说零测的选取), 所以难堪大用.

• R-模上的链复形及其间链映射构成范畴 ChR.

2事实上在高阶范畴论中, 图表交换是信息而非性质.

3



第 1章 范畴论基础

• 全体概形及其间态射构成范畴 Sch.

2. 我们也可以将集合 S 升级为对应的范畴, 记作 Disc(S), 其对象集为 S 而态射只有恒等

态射.

3. (子范畴)有时候我们会在原范畴 C 中取出一部分对象 (Ob(C′) ⊂ Ob(C))与态射 (当然
取出的态射 f 需要保证 s(f), t(f) ∈ Ob(C′)) 所构成新范畴, 并且其它一切性质 (即恒
等态射, 结合律等) 都继承自原范畴, 我们把这一新结构称为 C 的子范畴. 当取出的态
射正好为取出对象之间全体态射时, 我们把子范畴称为全 (或者满) 子范畴, 后面将看
到这作为嵌入函子确实是全的.

4. 取 k 上全体有限维向量空间所构成的范畴 Vectf (k), 容易发现其为 Vect(k) 的全子范
畴.

5. 带点拓扑空间构成的范畴 Top⋆, 其对象为所有的 (E, e), 其中 e ∈ E 称为基点. 从
(X,x) 到 (Y, y) 的态射为保持基点的连续映射, 即使得 f(x) = y 的连续映射 f : X →
Y .

6. 全体 Abel 群构成的范畴 Ab, 它是 Grp 的全子范畴.

7. 我们可以给出全体小范畴所构成的范畴 Cat. 仅仅把它视为 1-范畴会忽略自然变换所
给出的 2-态射; 在本章后半部分, 我们还会从 2-范畴的角度看待伴随.

在谈论函子之前, 请容许我们对于范畴进行多一点点的观察, 就是考虑范畴内态射的性
质. 显然的, 我们可以将单满性以及同构移入范畴之中.

定义 1.1.4. 设 x, y 为范畴 C 中的对象, f : x→ y 为态射. 则

• 称 f 为单态射, 如果对任意 Z ∈ C 以及一对态射 g, h : Z → X 都有 fg = fh ⇔ g =

h(左消去律);

• 称 f 为满态射, 如果对任意 Z ∈ C 以及一对态射 g, h : Y → Z 都有 gf = hf ⇔ g =

h(右消去律);

如果存在 g 使得 gf = idX 则称 f 左可逆而 g 为其左逆; 类似地, fg = idY 则称 f 右可逆而

g 为其右逆; 左可逆又右可逆的态射称为同构.

定义 1.1.5. (子对象) 在一般的范畴中, 称指向 X 的单态射 U → X 的同构类为 X 的子对

象, 其中单态射的同构是指形如

U

X

Ũ

'

4



第 1章 范畴论基础

的交换图. X 的子对象构成偏序集 SubC(X).

左可逆态射必为单态射, 右可逆态射必为满态射; 一个态射是同构当且仅当它同时具有
左逆与右逆. 在一般范畴中, 单且满并不蕴含同构: 例如交换环范畴 CRing 中的包含态射
Z ↪→ Q 既单又满, 却不是同构. 而后, 我们就可以给出一个新的例子

定义 1.1.6. (群胚) 若一个范畴 C 的所有态射均可逆, 则称其为群胚, 群胚所构成的范畴记
为 Groupoid.

例 1.1.7. 群就是只有一个对象, 且态射为群元素的群胚, 将群 G 视为群胚的过程叫做群的

胚化, 记为 G.

群胚可以看作集合的范畴化推广; 从另一个方向看, 它也是允许多个对象的群.
事实上, 群胚是更贴合于拓扑空间结构的 1-范畴, 我们可以很自然地从拓扑空间中取出群胚
(当然, 只是从同伦的角度来看, 这是从拓扑空间造出 1-范畴的典范手段), 称为基本群胚.

例 1.1.8. 对于拓扑空间 E , 其基本群胚 Π1(E) 定义为如下范畴:

• Ob(Π1(E)) = E.

• HomΠ1(E)(x0, x1) = 从 x0 到 x1 的道路类.

• idx0
= [cx0

] 其中右侧表示在 x0 处的常值道路.

基本群胚只记录道路的同伦类, 因而会舍去道路之间更高阶的同伦信息. 这一现象提示
我们: 用 1-范畴描述同伦论时, 通常还需要局部化、模型结构等额外工具来保留正确的同伦
信息.
此外, 范畴具有着对偶构造 (不过是把态射倒置)3, 即反范畴, 其具体定义如下:

定义 1.1.9. 对于任意范畴 C, 定义其反范畴 Cop 如下:

• Ob(Cop) = Ob(C), 对于 X ∈ C, 记其在反范畴中的对应为 Xop.

• 对于任意对象 X,Y , HomCop(Xop, Y op) := HomC(Y,X).

• 反范畴中的态射合成 ◦ 定义为 C 中的反向合成.

• 恒等映射同 C.

后文我们将看到对偶构造 (−)op 构成函子.

3在高阶范畴上, 会出现不止一种对偶结构, 即不仅仅可倒置 1-态射, 还可以倒置高阶态射.

5
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1.1.2 函子

现在我们来讲一下函子, 粗略地说, 函子也是一种态射, 它不过是保持范畴结构的态射而
已, 由于范畴具有对象集与态射集两种结构, 因此函子也理当从这两种结构上考虑, 此外函子
并不需要带有更多的信息, 只需要保证范畴公理 (即定义 1.1.1) 的照常运作即可.

定义 1.1.10. (函子) 设 D, C 为范畴, 一个函子 F : C → D 系指以下信息:

1. 对象集之间的映射 F : Ob(C)→ Ob(D).

2. 态射之间的映射 HomC(x, y)→ HomD(F (x), F (y)).

需要满足以下公理:

• 对每个 x ∈ Ob(C) 都有
F (idx) = idF (x).

• 它将 C 中如下交换图映为 D 中的交换图

x y

z

f

g◦f
g ⇒

F (x) F (y)

F (z)

F (f)

F (g)◦F (f)
F (g)

而后我们给出一些例子以资体会

例 1.1.11. 1. 每个范畴 C 都有到自身的恒等函子, 记为 idC .

2. 前文所提到的子范畴 C′ 到原范畴 C 的含入可以构成函子, 称其为包含函子, 记作
ι : C′ ↪→ C.

3. 对于范畴的范畴 Cat 可以定义对偶构造 (−)op : Cat→ Cat, 它将范畴 C 映为其反范畴
Cop, 范畴间的函子映为反范畴间的对应函子. 不难发现在 1-范畴语境下 ((−)op)op =

idCat.

4. 考虑域 k 上的向量空间范畴 Vect(k), 回忆其对偶空间定义为

V ∨ := Homk(V, k) = {k -线性映射V → k}

对于任一线性映射 f : V1 → V2, 它通过以下图表的方式诱导对偶空间的反向线性映射
(即转置映射, 其作用效果为复合上 f , 容易发现在有限维取基用矩阵表出后即为矩阵
转置)

V ∨2 = HomVectk(V2, k)

V1 k

V2 V ∨1 = HomVectk(V1, k)

f∨(a)=a◦f

f a

f∨
∈

∈
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具体写出即为

f∨ : V ∨2 = HomVect(k)(V2, k)→ V ∨1 = HomVect(k)(V1, k),

[a : V2 → k] 7→ a ◦ f

易见 D : V 7→ V ∨, f 7→ f∨ 定义了函子 D : Vect(k)op → Vect(k), 我们可以再取一次
对偶并且复合后得到函子 DDop : Vect(k)→ Vect(k). 分别称 D 和 DDop 为对偶和双

对偶函子.

5. 对于带点拓扑空间 (E, e) ∈ Top⋆, 指定其基本群 π1(E, e) 就给出函子 Top⋆ → Grp, 若
指定大于等于 2 的高阶同伦群则给出函子 Top⋆ → Ab, 此外, 空间的 (某种) 同调群
X 7→ Hn(X;Z) 给出一族函子 Hn : Top → Ab. 而上同调群给出函子 Hn : Topop →
Ab.

6. 从拓扑空间到其基本群胚给出函子 Π : Top → Groupoid, 群的胚化给出函子 (−) :

Grp→ Groupoid.

由于函子作用于两个层面, 并且回忆到我们先前所提到过的范畴论的哲学原理, 我们可
以给出函子作为映射的部分性质, 由于范畴论以同构代替严格等式, 因此在对象上我们不苛
求严格相等, 而在态射上, 集合的同构就只有双射, 因此我们分为单满性进行考虑.

定义 1.1.12. 对于函子 F : C → C′,

1. 称 F 为本质满的, 若 C′ 中的任一对象都同构于某个 F (x), 其中 x ∈ C;

2. 称 F 是忠实的, 若对所有 x, y ∈ C, 映射

HomC(x, y) −→ HomC′(Fx, Fy)

均为单射;

3. 若上述映射对所有 x, y ∈ C 均为满射, 则称 F 是全的.

练习 1.1.13. 观察上述例子, 说明哪些函子是本质满的, 哪些函子是全的, 哪些函子是忠实
的.

到函子这一层就已经可以进行一些粗浅的应用, 典型案例就是 Brouwer不动点定理的证
明.

定理 1.1.14. (Brouwer 不动点定理) 设 n ≥ 1, 且 Dn 是 Euclid 空间中的单位闭球, 则对
任意连续映射 f : Dn → Dn, 存在 x ∈ Dn, 使得 f(x) = x.

证明. 如不然, 记 Sn−1 为单位球面, 则映射

π : Dn → Sn−1, x 7→射线 f(x)→ x 与 Sn−1 的交点

7
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与含入映射 i : Sn−1 → Dn 之复合为恒等映射. 于是它对应的 n− 1 阶约化同调群映射

H̃n−1(S
n−1)→ H̃n−1(D

n)→ H̃n−1(S
n−1)

之复合是恒等映射. 但 H̃n−1(D
n) = 0, H̃n−1(S

n−1) = Z, 矛盾.

当然你也可以使用基本群进行证明维数为 2 的情况, 因为你可以根据直观显然得到
π1(D

2) = 0 而 π1(S
1) = Z.

1.1.3 自然变换

现在我们已经给出了函子的定义, 那么我们其实可以观察到在引言中我们所说的线性空
间与双对偶空间的交换图表能够改写如下

V W

DDopV DDopW

f

ev ev
DDop(f)

可以看出这自然地勾连了函子 idVectf (k) 以及双对偶函子 DDop. 本节中我们来仔细探讨这
一性质, 不难发现, 这一性质恰好可以视为函子间的态射 (保持了函子的结构), 因此自然性也
称为函子性.

定义 1.1.15. (自然变换, 或函子间的态射) 设 C, D 为范畴, F,G : C → D 为函子, 从 F 到

G 的自然变换 α 通常记为

α : F ⇒ G,

由以下信息构成:

• 对每个 x ∈ C, 都有 D 中态射 αx : F (x)→ G(x).

满足以下相容性 (自然性) 条件: 对于 C 中任一态射 f : x→ y, 有交换图

F (x) F (y)

G(x) G(y)

F (f)

αx αy

G(f)

可以以 2-胞腔的形式写为

C D

F

G

α

在严格 2-范畴 Cat 中, 自然变换正是函子之间的 2-态射; 它可以作横合成与纵合成. 在同伦
论的语境中, 这一图景也解释了自然变换为何常被类比为函子之间的同伦.
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有了自然变换, 接下来所探讨的问题就是何时可以取逆, 由其定义可知如果我们能在 D 中对
于 F (x)→ G(x) 逐点取逆, 那确实就可以逆过来. 事实上, 这也是一种表达 “两个函子相等”
这一想法的正确概念, 在范畴论中, 我们称其为自然同构.

定义 1.1.16. (自然同构) 设 C, D 为范畴, F,G : C → D 为函子, 则 F 到 G 的自然同构是

指一个自然变换 α : F ⇒ G, 使得

• 对于任意 x ∈ C, 都有 αx : F (x)→ G(x) 为 D 中的同构.

换言之 α 可以逐点的取逆. 此时也称 F 与 G 自然同构.

不难发现每个函子都自然同构于其自身.

例 1.1.17. 取范畴 Vectf (k), 使用基本的线性代数知识我们可以知道 evV : V → (V ∨)∨ 为

同构, 因此 DDop 与 idVectf (k) 为自然同构.

现在进一步讨论两个范畴何时承载相同的范畴论信息. 严格相等通常过强, 合适的概念
是范畴等价.

定义 1.1.18. (范畴等价) 设 C, D 为范畴, F : C → D 为函子. 称 F 为范畴等价, 如果:

• 存在函子 G : D → C, 以及函子之间的自然同构

G ◦ F ' idC , F ◦G ' idD.

此时, 也称范畴 C, D 等价, 称 F , G 互为 逆函子.

注记 1.1.19. 范畴等价在相应的 Hom-集之间给出双射,因而等价的范畴具有相同的范畴论
性质. 例如, 练习 1.1.22说明有限维线性映射可以完全用矩阵来描述.

例 1.1.20. 1. 例 1.1.17在反范畴中的构造给出 idVectf (k)op
∼→ DopD 这说明对偶函子 D

是范畴等价.

2. (代数–几何对偶) 素谱构造给出范畴等价

Spec : CRingop ∼−→ AffSch.

其拟逆由仿射概形取整体截面环得到. 因而仿射概形的范畴论信息可以等价地用交换
环来描述.

下面给出判定函子是否为范畴等价的常用准则.

定理 1.1.21. 对于函子 F : C → D, 以下叙述等价:

1. F 为范畴等价,

9
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2. F 为全忠实本质满函子.

概要. (⇒) 若 F 为范畴等价, 则存在 G 使得 GF
∼→ idC 且 FG

∼→ idD. 对任意 z ∈
D, 有 F (G(z)) ' z, 故 F 本质满. 再利用上述两个自然同构, 可知 HomC(x, y) →
HomD(Fx, Fy) 为双射, 因而 F 全忠实.

(⇐) 设 F 全忠实且本质满. 对每个 d ∈ D, 选取对象 Gd ∈ C 以及同构

εd : F (Gd)
∼−→ d.

对态射 a : d→ d′, 由 F 的全忠实性, 存在唯一的 Ga : Gd→ Gd′ 满足

F (Ga) = ε−1d′ aεd.

唯一性保证 G 保持恒等态射与复合, 因而定义了函子 G : D → C; 同时 (εd)d 给出自然

同构 FG
∼→ idD. 再令 ηx : x→ G(Fx) 为满忠实双射下对应于 ε−1Fx 的唯一态射, 即

F (ηx) = ε−1Fx.

则 η 是自然同构 idC
∼→ GF . 因此 F 是范畴等价.

练习 1.1.22. 选定矩阵所构成的范畴 Mat, 其对象为 Z≥0, HomMat(n,m) := Mm×n(k), 态
射合成定义为矩阵乘法. 试证明

F : Mat→ Vectf (k)

n 7→ k
⊕
n

HomMat(n,m) 3 A 7→ FA : k
⊕
n v 7→Av−−−−→ k

⊕
m

为范畴等价, 这无非是有限维情况下线性映射的矩阵表达, 说明在有限维情况下矩阵包含了
线性映射的全体信息.

1.1.4 函子范畴

考虑 2-胞腔

C D

F

G

θ
旋转 90 度
======⇒

F

G

θ

我们可以将纸面旋转九十度 (竖起来), 发现我们可以将函子视为点 (对象), 自然变换视为态
射. 因此得到

定义 1.1.23. (函子范畴) 设 C1, C2 为范畴, 定义函子范畴 Fun(C1, C2): 其对象是从 C1 到
C2 的函子, 态射是自然变换, 态射的合成取纵合成. 当 C1 为小范畴时, 也常记作 CC12 .

练习 1.1.24. 当 I 取离散范畴时, Fun(I, C) '
∏
i∈I C
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§ 1.2 泛性质与极限

本节来讲述范畴论的核心概念之一, 即泛性质. 通过泛性质构造出的数学对象叫做万有
构造. 对于我们想要构造的数学对象 X , 我们所要求 X 具有的泛性质可以是以下两者之一

(其实就是 Y 到 X 和 X 到 Y 的区别):

• 对任何对象 Y , 为了给出 Y 到 X 的态射, 只需给出某种与 Y 有关的信息而不提及 X.

• 对任何对象 Y , 为了给出 X 到 Y 的态射, 只需给出某种与 Y 有关的信息而不提及 X.

此处, “泛” 指的是你需要对于 (所考虑的) 全体数学对象 Y 都满足, 或者另一方面, “泛” 的
意思其实是最, 也就是你能够造出的满足条件的最 “大”/“小” 的对象, 当然这种构造方式并
不总是良定义的. 可能会有两个问题:

• 存在性: 给定一种泛性质, 可能并没有对象 X 满足该泛性质.

• 唯一性: 可能有多个 X 满足同一个泛性质.

由于范畴论的基本原理, 对于唯一性我们事实上只需要让这多个 X 在同构意义下是唯一的

即可. 因此我们需要一种能够去描述在同构意义下唯一的工具, 并且它在我们给出某种与 Y

有关而不提及 X 的信息时可以给出从 Y 到 X(或从 X 到 Y ) 的态射. 这套工具我们称为始
终对象, 而我们可以将 Y 有关的信息写为函子, 而在对应逗号范畴中以始终对象的手段给出
我们所需的万有构造. 当然, 始终对象本身也是一种万有构造.

定义 1.2.1. (始对象, 终对象, 零对象) 范畴 C 中的对象 x 为始对象, 如果对所有对象 y 集

合 HomC(x, y) 恰有一个元素. 类似地, 称 x 为终对象, 如果对所有对象 y, 集合 HomC(y, x)
恰有一个元素. 若 x 既是始对象又是终对象, 则称 x 为零对象. 对于带有零对象的范畴, 称
为带点范畴.

注记 1.2.2. 当我们把 Hom 由集合变为 “空间” 时 (准确来说是我们考虑 ∞-范畴时, 此时
Hom 为 ∞-群胚, 或称生象), 始对象和终对象的刻画应当为 HomC(x, y) 同伦等价于单点空
间 (或称可缩).

我们可以注意到我们其实没有给出任何关于始/终对象的具体解释, 而只是描述出接下
来我们解释为何前文说使用始终对象来描述在同构意义下唯一.

命题 1.2.3. 设 x, x′ 为 C 中的始对象, 则存在唯一的同构 x
∼→ x′, 同样性质对于终对象也

成立.

证明. 只需证明始对象的情况即可, 由于 HomC(x, x′) 和 HomC(x′, x) 都只有一个元素, 分别
记为 f, g , 不难发现 g ◦ f ∈ HomC(x, x) 由始对象定义即知其为 idx, 同理知 f ◦ g = idx′ .

11
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定义 1.2.4. (零态射) 设 C 中有零对象,记为 0. 对任意 x, y ∈ Ob(C),定义零态射 0 : x→ y

为

x→ 0→ y

的合成.

始对象和终对象在日常生活中应当是司空见惯的, 以下给出几个例子.

例 1.2.5. 1. 在集合范畴 Set 中, ∅ 是始对象而单点集 {∗} 是终对象.

2. 拓扑空间范畴 Top 中, 空空间 ∅ 为始对象而单点空间 {∗} 为终对象.

3. 在环范畴中, 整数环 Z 是始对象, 因此在交换环范畴中也是如此, 进而在概形范畴 Sch
中, Spec Z 是终对象. 而环范畴的终对象是零环.

4. 在域 k 的向量空间范畴 Vect(k) 中, 零对象即为零向量空间.

5. 在群范畴 Grp 中, 零对象为平凡群.

一般而言, 在不造成歧义的情况下, 将始对象记为 ∅ 而终对象记为 ∗. 逗号范畴语言可
以辅助我们去讨论泛性质 (但它并非万能):

定义 1.2.6. (逗号范畴) 对于函子 C f−→ D g←− E . 则其逗号范畴是如下定义的范畴:

• 对象: 形如 (x, y, a) 的三元组, 其中 x ∈ C, y ∈ E , a ∈ HomD(f(x), g(y)).

• 从 (x, y, a)到 (x′, y′, a′)的态射是二元组 (c, d),其中 c ∈ HomC(x, x′), d ∈ HomE(y, y′),
使得 D 中的图表

f(x) g(y)

f(x′) g(y′)

a

f(c) g(d)

a′

交换.

我们将这个范畴记为

C ~×
f,D, g

E 或 C ~×
D
E

或 (f ↓ g) 或 (f / g).

一般而言, 泛性质可以描述为某种切片范畴的始/终对象.

例 1.2.7. • 模的张量积: 取 R ∈ CRing 为交换环, 考虑 R-模构成的范畴 R-Mod, 对于
M,N ∈ R-Mod 我们现在想将 M 和 N 的元素形式地 “配对”, 这可以理解为映向某个
R-模 (由于此时为交换环) A 的平衡积 B : M × N → A. 所谓平衡积是满足以下条件
的映射: 对于 x, x′ ∈M , y, y′ ∈ N 以及 r ∈ R

12
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– (作为群同态) B(x+ x′, y) = B(x, y) +B(x′, y), B(x, y+ y′) = B(x, y) +B(x, y′).

– (与 R-模结构相容) B(xr, y) = B(x, ry).

从 M ×N 全体平衡积构成的范畴即为 Bil(M,N, ∗), 不难发现, 平衡积总是会减少 M

和 N 中的信息, 我们想尽可能保留这些信息, 相当于说选取一个最 “大” 的平衡积, 使
得它不会商掉多余的信息. 这相当于说考虑 Bil(M,N, ∗) 的始对象.

M ×N M ⊗N

A

∃!

把 M ⊗N 称为 M 和 N 的张量积.

1.2.1 极限与完备性

本节来讲述在范畴论中最为常见也是最为基本的万有构造—(余) 极限.
我们将使用很多种方式 (可能会配上相应图表) 来理解 (余) 极限这一概念, 粗略来说, (余)
极限就是满足一些态射条件的最小 (大) 的对象4. 我们先讲解 [代数学方法卷一, § 2.7 极限]
一节中关于极限的定义.

定义 1.2.8. 令 I, C 为范畴. 定义对角函子 ∆: C → CI := Fun(I, C) 如下: 它将任一
X ∈ Ob(C) 映为常值函子

∆(X) : I → C


∀i ∈ Ob(I), i 7→ X

∀(i→ j) ∈ Mor(I), (i→ j) 7→ [idX : X → X].

给定态射 f : X → Y ,范畴 CI 中∆(f) : ∆(X)→ ∆(Y )的定义是显然的: 它对每个 i ∈ Ob(I)
指定 f : X → Y .

给定函子 α : I → C, 也就是函子范畴 CI 中的一个对象. 令 ∗ 为终范畴, 并以

jα : ∗ −→ CI

表示选出对象 α 的函子.

定义 1.2.9. (锥、余锥与 (余) 极限) • 逗号范畴 (jα ↓ ∆) 称为 α 的余锥范畴. 它的对
象是二元组 (X,λ), 其中 X ∈ C 且 λ : α⇒ ∆(X); 从 (X,λ) 到 (Y, µ) 的态射是满足

∆(f) ◦ λ = µ

的态射 f : X → Y . 该范畴的始对象若存在, 其顶点记为 lim−→Iα, 称为 α 的余极限.

4如果我们将 A → B 称为 A 比 B 大.
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• 逗号范畴 (∆ ↓ jα) 称为 α 的锥范畴. 它的对象是二元组 (X,λ), 其中 λ : ∆(X) ⇒ α;
从 (X,λ) 到 (Y, µ) 的态射是满足

µ ◦∆(f) = λ

的态射 f : X → Y . 该范畴的终对象若存在, 其顶点记为 lim←−Iα, 称为 α 的极限.

命题 1.2.3 说明 (余) 极限若存在则 (在同构意义下) 唯一.

引理 1.2.10. (函子性) 若 I 为小范畴, 且 I-形余极限 (或极限) 在 C 中存在, 则它们给出
函子

lim−→I : Fun(I, C)→ C 或 lim←−I : Fun(I, C)→ C.

证明. 留作习题.

例 1.2.11. (拉回与推出) 给定范畴 C 中的态射 f : B → D 与 g : C → D. 若存在对象
B ×D C 及交换方块

B ×D C B

C D,

pB

pC
⌟

f

g

使得对任意满足 fu = gv的一对态射 u : X → B、v : X → C,都存在唯一的 h : X → B×DC
使 pBh = u 且 pCh = v, 则称该方块为拉回方块, 称 B ×D C 为 f 与 g 的拉回.

在 Set 中, 拉回可以具体写成

B ×D C = {(b, c) ∈ B × C | f(b) = g(c)}.

对偶地, 给定 u : A→ B 与 v : A→ C, 若交换方块

A B

C B tA C

u

v
⌜

jB

jC

满足对偶的万有性质, 则称它为推出方块, 称 B tA C 为 u 与 v 的推出. 在 Set 中, 它是余积
B t C 对关系 u(a) ∼ v(a) 取商所得的集合.

练习 1.2.12. 请直接验证上述 Set 中的两个构造分别满足拉回与推出的万有性质.

接下来我们讲述极限的第二种刻画方式: 令 I◁ 和 I▷ 为在 I 中形式地添加一个始对象

或终对象, 即将图表变为

∅

i j

和

i j

∗

14
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此时有显然的函子 I → I◁ 和 I → I▷. 此时考虑拉回 (相当于限制态射对于 α 一点取逆)

Funα (I◁, C) Fun(I◁, C)

∗ Fun(I, C)
限制

α

我们就得到 Funα(I◁, C) 称其为锥, 此时其中对象可以表为 (不难发现限制在 I 上为 α).

X

α(i) α(j)
α(i→j)

因此考虑其中终对象即为极限. 反过来, 考虑 Funα(I▷, C) 其始对象就是余极限.
现在, 我们在集合范畴 Set 中刻画极限, 这一过程相当于在求解规划问题5

min lim←−α ∈ C

s. t.


lim←−α→ α(i), ∀i ∈ Ob(I)

α(i)
α(i→j)−−−−−→ α(j), ∀(i→ j) ∈ Mor(I)

上述全体箭头均交换

我们可以分成两步来求解该规划问题, 首先解决 lim←−α → α(i), 这无非是在说将 I 先视为离

散范畴进行求解, 直接得到结果为积
∏
I α(i). 而后不断加入条件, 不难发现, 在集合范畴中,

增加这些条件相当于得到以下集合{
(xi)i∈Ob(I) : ∀(i

σ−→ j) ∈ HomI(i, j), α(σ)(xi) = xj

}
.

而该操作对于一般具体的范畴也是使用的, 这估计就是古老文献中, 将极限称为 “普适问题
的解” 的原因所在.
现在我们来刻画余极限, 这与极限是对偶的.

max lim−→α ∈ C

s. t.


α(i)→ lim−→α, ∀i ∈ Ob(I)

α(i)
α(i→j)−−−−−→ α(j), ∀(i→ j) ∈ Mor(I)

上述全体箭头均交换

在集合范畴中, 先取余积
∐
i∈I α(i). 对每个态射 σ : i→ j 与每个 x ∈ α(i), 加入关系

(i, x) ∼
(
j, α(σ)(x)

)
,

5当然, 这样可能并不严谨.
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再取由这些关系生成的等价关系. 于是

lim−→Iα '

(∐
i∈I

α(i)

)/
∼ .

当指标范畴滤过时, 这个生成的等价关系还有更直接的判据. 先给出所需定义.

定义 1.2.13. (滤过) 非空范畴 I 若满足以下条件, 则称是滤过的:

• 对于任意 i, j ∈ Ob(I), 存在 k ∈ Ob(I), 使得 i→ k, j → k.

• 对于任意 f, g : i→ j 存在 k ∈ Ob(I) 以及 h : j → k 使得 hf = hg.

若 I 滤过, 则 (i, xi) 与 (j, xj) 等价, 当且仅当存在对象 k 及态射 f : i → k、g : j → k,
使得

α(f)(xi) = α(g)(xj) ∈ α(k).

现在, 我们来给出一些日后经常打交道的例子.

例 1.2.14. (积, 余积, 等子, 余等子) 1. 如前文一般, 取 I 为离散范畴, 不妨把 I 等同于

Ob(I). 此时 lim−→α称作对象Xi := α(i)的余积,写作
∐
i∈I Xi;相应地,

∏
i∈I Xi := lim←−α

称为对象 Xi 的积.

2. 取 I = • • 给出的范畴 (两个对象, 两个非 id 的态射), 此时 α : I → C 可以描

述为 X Y
f

g
我们想要探究这两个态射中 “相同” 的部分, 放在集合上看, 就是讨

论 f, g 在 X 中上使得 f(x) = g(x) 的部分, 但是我们现在的工作环境是范畴, 无法描
绘对象内部的东西, 因此我们需要迂回一下 (这目前看来可能并不严谨), 我们从外部视
角来看 “相同” 的部分, 它满足的条件就是在说对于 φ : T → X, 若其 “像”(记作 im(φ),
反映了 φ 在 X 上的信息) 落在 “相同部分”(记作 ker(f, g)) 之内, 则 fφ = gφ, 图解为
我们总是有该图表交换

T

im(φ) ker(f, g) X Y

ϕ

f

g

因此, 我们需要取 “最大” 的那个 (imφ)6, 即 ker(f, g) 为 α 的极限 lim←−α, 其泛性质相
当于在说有以下图表交换

T

ker(f, g) X Y

∃! ϕ

f

g

6当然, 此处的 “最大” 指的是根据 ↪→ 的关系下最大的一个.
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ker(f, g) 由于描述的是 “相等” 的部分, 因此不妨称其为等子. 我们可以反过来, 问把 f

和 g 的信息粘起来, Y 还剩下什么 (记为 coker(f, g)). 这在集合中相当于说商集 Y / ∼,
其中 ∼ 为 f(x) ∼ g(x) 所生成的等价关系. 现在我们仍然从外部来刻画这一点, 这相
当于说对于 ψ : Y → T , 若 ψf = ψg 那相当于说你不仅粘了, 可能还粘多了, 因此这个
时候根据商的性质, 我们应当有 coker(f, g) → T . 因此选出最大的对象 (即始对象) 作
为 coker(f, g), 即

T

X Y coker(f, g)
f

g

ψ

根据先前的叙述, 相当于在说 coker(f, g) 为 α 的余极限 lim−→α.

3. 现在我们可以更加正式的定义像和余像. 对于 C 中态射 f : X → Y , 则像为 f 在 Y 中

的信息全体, 考虑推出
X Y

Y Y t
X
Y

f

f

则 Y → Y t
X
Y 相当于将 f 带来的信息进行粘接, 因此可以将像定义为等子

im(f) := ker
(
Y Y t

X
Y

)

类似地, 我们可以讨论 f 所反映的 X 中的信息 (在集合中, 将 f(x) = f(y) 作为等价

关系商去), 考虑拉回
X ×

Y
X X

X Y

f

f

则 X ×
Y
X → X 相当于反映了 f 中像相等的 x 的等价类, 因此将余像定义为余等子

coim(f) := coker
(
X ×

Y
X X

)

不难发现有典范态射

X Y

coim(f) im(f)

f

读者可以验证:
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f 满 ⇔ im(f)
∼→ Y 且 f 单 ⇔ X

∼→ coim(f)

但是 coim(f) 不一定同构于 im(f), 因此即单又满的态射不一定是同构. 当 coim(f)
∼→

im(f) 时, 我们称 f 为严格态射.

4. 在有余核的带点范畴中, 商对象 U/V 可以视为推出

V U

0 U/V
⌜

一般范畴中的极限或余极限未必存在. 若所有小图表的极限或余极限均存在, 我们分别
得到如下两个性质.

定义 1.2.15. (完备与余完备) 范畴 C 称为完备的, 如果对每个小范畴 I 以及每个函子

α : I → C, 极限 lim←−Iα 都存在; 称为余完备的, 如果所有这样的余极限 lim−→Iα 都存在.

例 1.2.16. • 根据我们前文在 Set 上的构造可知 Set 是完备且余完备的.

• 在拓扑空间中, 我们有极限拓扑和余极限拓扑, 它搭配上对应的极限与余极限集合即可
得到极限与余极限拓扑空间.

• 群范畴 Grp 完备且余完备. 其极限由底层集合上的极限逐点赋予群结构; 余极限则由
生成元与关系构造. 特别地, 群的推出是融合积.

§ 1.3 Kan 延拓

现在考虑范畴 C,D, E , 以及函子 K : C → D 与 F : C → E , 如图所示

C

D E

K

F

?

我们希望找到函子 L : D → E 使得 LK 逼近于 F . 和极限一般, 我们有两种逼近方式, 一种
是从较大的一侧往小逼近, 一种是较小一侧往大逼近.

在函子范畴 EC 中, 两种逼近方向可以概括为

F
η
=⇒ (LanK F )K, (RanK F )K

ε
=⇒ F.

左 Kan 延拓要求第一类逼近具有始对象式的万有性, 右 Kan 延拓则要求第二类逼近具有终
对象式的万有性. 下面给出精确定义.
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定义 1.3.1. (Kan 延拓) 考虑范畴 C,D, E 间的图表

C

D E

K

F

其中 K : C → D, F : C → E .

• 函子 F 沿 K 的左 Kan 延拓意谓以下资料 (LanK F, η), 其中

– LanK F : D → E 是函子.

– η : F ⇒ (LanK F )K 是自然变换.

使得以下泛性质成立: 对任何函子 L : D → E 和自然变换 ξ : F ⇒ LK, 存在唯一的自
然变换 χ : LanK F ⇒ L 使得 ξ = (χK)η, 或以 2-胞腔图解为

C

D E

K

F

L

ξ =

C

D E

K

F

LanK F

L

η

χ

• 函子 F 沿 K 的右 Kan 延拓意谓以下资料 (RanK F, ε), 其中

– RanK F : D → E 是函子.

– ε : (RanK F )K ⇒ F 是自然变换.

使得以下泛性质成立: 对任何函子 R : D → E 和自然变换 δ : RK ⇒ F , 存在唯一的自
然变换 θ : R⇒ RanK F 使得 δ = ε ◦ (θK), 或用 2-胞腔图解为

C

D E

K

F

R

δ
=

C

D E

K

F

RanK F

R

ε

θ

使用函子范畴 EC 以及 ED 的概念, 可以发现左, 右 Kan 延拓分别在说有双射

HomED (LanK F,L)
1:1−−→ HomEC (F,LK)

χ 7→ (χK)η,

HomED (R,RanK F )
1:1−−→ HomEC (RK,F )

θ 7→ ε(θK);

证明这一点只需要观察到每个 ξ : F ⇒ LK 都唯一确定一个 χ, 而 χ 又反过来决定 ξ =

(χK)η.
此外 Kan 延拓还有诸多的性质, 不过受限于本文讲解顺序, 将会在伴随函子之后讲解.
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§ 1.4 可表函子与预层

本节将介绍一些 “广义对象”, 可以理解为漂浮在范畴上的幽灵, 事实上, 一般的函子都
可以视为这样的广义对象, 不过目前我们主要关注取值在集合上的情况, 这种广义对象称为
(集合) 预层, 该定义有一些拓扑学渊源, 我们先来看拓扑空间上的情况.

定义 1.4.1. (D-值预层) 令 X 为拓扑空间, D 为范畴, Open(X) 为 X 上开集构成 (以包含
关系作为态射) 的范畴. 则 X 上的 D-值预层 F 就是一个函子

F : Open(X)op → D

也即 Open(X) 到 D 的一个反变函子. 将全体 D-值预层构成的范畴记为 PSh(Open(X),D),
特别地, 取 D = Set 时记为 Open(X)∧.

这个定义也可以按对象与限制态射显式展开.

定义 1.4.2. 设 X 是拓扑空间, D 是范畴. 则 X 上取值于 D 的预层 F 由以下信息组成:

• 对每个开集 U ⊂ X, 有一个对象
F(U) ∈ D,

称为 F 在 U 上的截面对象.

• 对任两个开集 U ⊂ V ⊂ X, 有一个 D 中的态射

resVU : F(V )→ F(U),

称为限制映射. 这个映射通常也记为 (−)|U .

限制映射还满足如下函子性要求:

– resUU = idF(U).

– 对于任意满足 U ⊂ V ⊂W 的开集, 都有 resWU = resVU ◦ resWV .

当 D = Set 为集合范畴时, 通常称 F 为集合预层; 当 D = Ab 为 Abel 群范畴时, 通常称 F
为 Abel 预层, 以此类推.

注记 1.4.3. 不妨将预层视为 U 上一堆函数的集合, 而限制映射此时就可以视为函数的限
制, 因此自然为反变函子.

接下来将定义推广到一般范畴上, 不难发现 PSh(C,D) 即为 Fun(Cop,D). 本节取 D =

Set, 将对应预层范畴记为 C∧.
此外, 还可以定义

C∨ := Fun(Cop, Setop) = Fun(C, Set)op.
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接下来观察 Hom-集, 不难发现 Hom-集实际上可以视为双函子

HomC : Cop × C → Set

(X,Y ) 7→ HomC(X,Y ).

前一个 C 为反变的原因在于 f : X ′ → X 可以诱导拉回 (X
a−→ Y ) 7→ (X ′

a◦f−−→ Y ) ∈
HomC(X ′, Y ).
现在, 我们只选定一个部分, 得到函子 hC 与 kC 如下

hC : C → C∧

S 7→ HomC(−, S)

kC : C → C∨

S 7→ HomC(S,−).

此时具有自然地求值函子

ev∧ : Cop × C∧ → Set, (S,A) 7→ A(S)

以及对偶版本. 我们有以下重要引理

引理 1.4.4. (Yoneda 引理) 对于 S ∈ Ob(C) 以及 A ∈ Ob(C∧), 映射

HomC∧(hC(S), A)→ A(S)(
HomC(−, S)

ϕ
=⇒ A(−)

)
7→ φS(idS)

为双射, 且关于 S 与 A 自然. 换言之, 它给出自然同构 HomC∧(hC(−),−)
∼→ ev∧. 特别地,

Yoneda 嵌入 hC 全忠实. 对偶叙述同样成立.

证明. 给定 u ∈ A(S), 对每个对象 T 定义

φT : HomC(T, S) −→ A(T ), f 7−→ A(f)(u).

函子性立即说明 φ 是自然变换 hC(S) ⇒ A, 且 φS(idS) = u. 反过来, 若 φ 是这样的自然变

换, 则自然性给出
φT (f) = A(f)

(
φS(idS)

)
,

因而上述两个构造互逆. 最后取 A = hC(T ), 得到

HomC∧(hC(S), hC(T ))
∼→ HomC(S, T ),

这正是 hC 的全忠实性.
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注记 1.4.5. Yoneda 引理告诉我们, 范畴中的对象由所有别的对象到它的态射所完全描述.
例如, 对一个拓扑空间 X 而言, 如果对任何别的拓扑空间 Y , 都知道从 Y 到 X 的所有连续

映射构成的集合 HomTop(Y,X) 是什么样, 那我们也就能知道 X 是哪个拓扑空间. 换言之,
我们可以用别的空间 Y 来 “探测” X 的拓扑.
Yoneda 观点是指, 对于范畴中的对象 X 而言, 我们将 X 等同于其他对象到它的态射所组成

的信息, 暂且称之为 “探测信息”. 这样, 一份合理的探测信息应该 (通过同构) 能确定 (预层)
范畴中的对象. 若一份预层形式的探测信息同构于 HomC(−, X), 就称它由对象 X 表出.

定义 1.4.6. (可表性) 称 A : Cop → Set 是可表函子, 如果存在 X ∈ Ob(C) 以及同构
φ : hC(X)

∼→ A. 此时称 (X,φ) 表出了 A, 称其为代表元.

注记 1.4.7. 由 Yoneda 引理的证明可知: 给定资料 (X,φ) 相当于给定 (X,u) 其中 u =

φX(idX) ∈ A(X).

有鉴于此, 可以使用 (X,u), u ∈ A(X) 来表述 A, 此时称 u 为泛族; 这起源于模空间的
研究.

引理 1.4.8. 若 A 可被 (X,φ) 所表出, 则代表元在相差至多一个同构的意义下是唯一的.

证明. 留作习题.

例 1.4.9. (子对象分类子) 在 Set中, 任意子集 A ⊂ X 都对应于特征映射 χA : X → {0, 1},
将 A 中元素对应于 1 而其它元素为 0. 使得我们有拉回图表

A {1}

X {0, 1}

子对象分类子

χA

可以视为对于 X 的 “分类”.
在范畴 C 中, 若存在拉回且子对象函子 (定义 1.1.5) Sub : Cop → Set 可表, 则存在 Ω 使得

SubC(X) ' HomC(X,Ω)

此时 Ω 称为 C 的子对象分类子.
集合 {0, 1} 是 Set 的子对象分类子, 因而有自然双射

HomSet(X, {0, 1}) ' SubSet(X) ' P(X).

换言之, 幂集函子由 {0, 1} 表出.
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§ 1.5 伴随函子

在线性代数中, 我们曾对于非退化的双线性形式定义过伴随 [代数学讲义, §8.2], 现在我
们简要回顾它的概念: 对于有限维 k-向量空间 V 和 W ,

指定非退化双线性形式 V ×W B−→ k ⇐===⇒ 指定同构 ϕ : W
∼→ V ∨ ⇐===⇒ 指定同构

ψ : V
∼→W∨.

而 B 在这些同构之下对应到 V 或 W 上的典范配对. 事实上, 双线性形式 B 可以用来表示

对偶空间的所有元素, 更精确地说:

• 对于 λ ∈ V ∨, 存在唯一的 w ∈W 使得 λ = ϕ(w) := B(−, w);

• 对于 η ∈W∨, 存在唯一的 v ∈ V 使得 η = ψ(v) := B(v,−).

现在, 给定两个双线性形式 B1 和 B2, 设 B1 非退化. 考虑以下两种情况

V1 V ′1

F

V2 V ′2

×

T

B1

×
B2

V1 V ′1

F

V2 V ′2

×
B1

T

×
B2

其中 T 是给定的线性映射, 我们寻求虚线所示的线性映射, 它和 T 之间须具备某种翘班似的

“伴随关系”.

定义 1.5.1. (线性映射的伴随映射) 考虑双线性形式 Bi ∈ Bil(Vi, V ′i ;F ), 其中 i = 1, 2, 其
中所有向量空间均有限维, 并假设 B1 非退化.

1. 存在唯一的线性映射

HomF (V1, V2)→ HomF (V
′
2 , V

′
1)

T 7→ T ∗,

其中 T ∗ 称为 T 相对于 B1 和 B2 的右伴随, 由下式刻画:

B2(Tv1, v
′
2) = B1(v1, T

∗v′2), v1 ∈ V1, v′2 ∈ V ′2

2. 存在唯一的线性映射

HomF (V
′
1 , V

′
2)→ HomF (V2, V1)

T 7→∗ T,

其中 ∗T 称为 T 相对于 B1 和 B2 的左伴随, 由下式刻画:

B2(v2, T v
′
1) = B1(

∗Tv2, v
′
1), v

′
1 ∈ V ′1 , v2 ∈ V2.
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现在, 我们 B1 视为 HomC 而 B2 视为 HomD, 且 T 变为函子, 则我们可以给出伴随在
范畴上的推广7.

定义 1.5.2. (伴随函子) 设 C,D 为范畴, 设有函子 F : C → D 与 G : D → C. 称 F 和 G 构

成一对伴随函子, 如果对 x ∈ C 和 y ∈ D, 有自然同构

ϕ : HomD(Fx, y) ' HomC(x,Gy),

此时, 将两边视为 Cop ×D → Set 的函子.
此时, 称 F 是 G 的左伴随, G 是 F 的右伴随, 并记 F a G, 称 (F,G, ϕ) 为伴随对.

对于两个态射 f : Fx→ y 以及 g : x→ Gy, 称它们是相伴的, 指在伴随函子的角度下它
们互相对应, 此时称 g 为 f 的右伴而 f 为 g 的左伴. 有时也记 g = f ♯ 以及 f = g♭.
现在我们来介绍常见的诸多伴随

例 1.5.3. (自由-遗忘伴随) 自由-遗忘伴随是伴随函子的一类经典例子, 比方 F : Set →
Vect(k) 将集合 X 映为其生成的自由模

⊕
x∈X k, 而遗忘函子 G : Vect(k)→ Set 又将其遗忘

为集合 (即将向量空间视为集合). 则等式

HomVect(k)(FX, V ) ' HomSet(X,GV ).

这说明集合 X 到向量空间 V 的映射等价于 X 所生成的向量空间到 V 的线性映射.

定义 1.5.4. (单位和余单位) 设 (F,G, ϕ) 为伴随对, 定义态射

η = (ηx)x∈Ob(C) : idC ⇒ GF

为

HomD(Fx, Fx)
φ−→ HomC(x,GFx),

idFx 7→ ηx

翻转箭头可定义 ε = (εx)x : FG → idD. 称 η 为 (F,G, ϕ) 的单位, 而 ε 为 (F,G, ϕ) 的余单

位.

至于验证 η 和 ε 为自然变换留给读者作为习题.

引理 1.5.5. (三角等式) 对于伴随对 (F,G, ϕ), 我们有自然变换之间的等式, 为方便起见,
将其写为以下 2-胞腔的形式

C C

D D

idC

F

F
G

idD

η
ε

= idF ,
C C

D D

idC

F
G

idD

Gε
η = idG

7当然, 这只是一种形式上的推广.
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证明. 留作习题.

命题 1.5.6. 给定函子 C D
F

G

, 以下的映射互为逆

{
ϕ : (F,G, ϕ)为伴随对

}
{(η, ε)满足三角等式}

ϕ (ηX := ϕ(idFX), εY := ϕ−1(idGY ))

ϕ(f) := Gf ◦ ηX (η, ε)

练习 1.5.7. 请读者验证, 伴随函子的复合也是伴随函子, 即若 C1 C2 C3

F

G

F ′

G′

中

F a G, F ′ a G′ 则 F ′F a GG′.

定理 1.5.8. (伴随等价) 考虑一对拟逆函子 C D
F

G

, 并给定自然同构 η : idC
∼
=⇒ GF .

则存在唯一的自然同构 ε : FG
∼
=⇒ idD, 使得 (F,G, η, ε) 为伴随对; 同时 (G,F, ε−1, η−1) 也

构成伴随对.

证明. [代数学方法卷一, 定理 2.6.12]

例 1.5.9. (代数-几何对偶) 例 1.1.20 中的素谱等价可以选取拟逆并提升为伴随等价; 因而
素谱函子与整体截面环函子在两个方向上互为伴随.

例 1.5.10. 根据我们推导极限的过程可以知道, 余极限是常值函子的左伴随而极限是常值
函子的右伴随

CI C

lim−→

lim←−

const

a
a

1.5.1 伴随函子定理

现在, 来探讨一个函子何时具有左右伴随, 我们只讨论最基础的广义伴随函子定理, 特殊
伴随函子定理以及在可表现范畴上的伴随函子定理暂且不表.

定义 1.5.11. 令 C, D 为范畴, 若函子 F : C → D 保所有的 lim←−, 则称其为连续的.
若函子 F : C → D 保所有的 lim−→, 则称其为余连续的.

命题 1.5.12. 右伴随函子都是连续的, 左伴随函子都是余连续的.
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证明. 不过简单的泛性质练习.

现在, 我们思考这个命题反过来是否成立. 答案是成立, 但是需要有特定的条件.
首先, 我们翻译 G : D → C 有左伴随的条件.

命题 1.5.13. G : D → C 有左伴随当且仅当对于任意 c ∈ Ob(C), Gc/ 都有始对象.

证明. 首先, 对于任意 c ∈ C, 考虑 Gc/, 其元素形如 c
β−→ Gd, 其中 d ∈ D, 而态射为使得以下

图表交换的 Gd→ Gd′

c

Gd Gd′

由此可见, (d0, β0) 为始对象当且仅当有双射

HomD(d0, d)
1:1−−→ HomC(c,Gd)

α 7→ β := (Gα)β0

若 G 有左伴随, 则取 d0 = Fc 验证即可, 不难发现 Gd0 = GFc, 因此 β0 = ηc 为单位, 由单
位给出的双射可知 d0 确实为始对象.
若对于任意 c ∈ Ob(C), 都有 Gc/ 存在始对象, 则令 F (c) = d0 给出函子, 由前文可知自然给
出双射, 因此得到伴随.

因此, 问题转变为研究 Gc/ 何时有始对象, 我们引入弱始系来说明这一点.

定义 1.5.14. (弱始系与弱始对象) 设 E 为范畴. 称 Ob(E) 的非空小子集为弱始系, 如果对
每个 e′ ∈ Ob(E) 都存在 e ∈ Γ 使得 HomE(e, e′) 6= ∅, 若 e ∈ E 且 {e} 为弱始系, 则称 e 为

弱始对象.

不难发现, 对于弱始系 Γ, 有
∏
e∈Γ e 为弱始对象, 因此, 我们要求完备性.

对于 Gc/, 若对于每个 f : c → Gd 都存在 i ∈ I 以及态射 α : di → d 使得 f 可以分解为

c
fi−→ Gdi

Gα−−→ Gd, 则 {(di, (c→ Gdi))} 给出弱始系.

引理 1.5.15. 设范畴 E 完备. 若其有弱始系 Γ, 则其有始对象.

证明. 由完备性可知弱始对象的存在性, 接下来取 E 的全子范畴 I, Ob(I) = {e}. 完备性
确保 I ↪→ E 中 lim←− 的存在性, 记其为 x, 根据极限定义, 可以给出其泛性质, 记典范态射
i : x→ e, 有

i∗ : HomE(t, x)
1:1−−→ {φ ∈ HomE(t, e) : ∀θ, θ′ ∈ HomE(e, e), θφ = θ′φ}

ψ 7→ iψ

显然有 i 为单态射.
接下来说明 x 是始对象. 对任意 g : x→ y, 由 e 的弱始性任选态射 e→ y, 并与 i : x→ e 合
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成得到 f : x→ y. 取 f 与 g的等子 j : Eq(f, g) ↪→ x. 再由弱始性选取 k : e→ Eq(f, g). 态射
ijk : e→ e与 ide 在 i上的复合相等,而 i是单态射,故 jki = idx. 因此 f = fjki = gjki = g,
这就证明了从 x 到任意对象的态射存在且唯一.

因此我们还需要说明 Gc/ 是完备的.

命题 1.5.16. 范畴 D 完备, G : D → C 保小 lim←−. 取 c ∈ Ob(C).

• 函子
∏
c/ 保守 (

∏
c/ f 为同构当且仅当 f 为同构), 且生成所有小极限.

• 范畴 Gc/ 完备.

•
∏
c/ 映单态射为单态射.

证明. [wwli 卷二, 命题 1.11.4].

现在, 可以给出伴随函子定理.

定理 1.5.17. (P.Freyd 伴随函子定理) 考虑 C, D.

1. 设 D 为完备范畴, 函子 G : D → C 是连续的, 则 G 有左伴随当且仅当以下解集条件成

立: 对于每个 c ∈ C, 存在一族态射 {fi : c → Gdi} 使得每个 f : c → Gd 都存在 i ∈ I
以及态射 α : di → d 使得 f 可以分解为 c

fi−→ Gdi
Gα−−→ Gd.

2. 对偶地, 可得到右伴随函子的判定准则.

1.5.2 Kan 延拓的进一步讨论

一种构造左右伴随的常见办法就是 Kan 延拓, 或者说 Kan 延拓在函子范畴上的展现.

命题 1.5.18. 给定范畴 C,D, E 和函子 K : C → D、F : C → E. 考虑预合成函子 K∗ : ED →
EC.

1. 精确到 ED 中唯一的同构, 左 Kan 延拓 (LanK F, η) 若存在则唯一; 右 Kan 延拓亦是
如此.

2. 若沿 K 的左 Kan 延拓 (或右 Kan 延拓) 对所有 F 皆存在, 则得到 K∗ 的左伴随函子

LanK : EC → ED(或右伴随函子 RanK : EC → ED). 定义 1.3.1 中的 η(或 ε) 正是相应
伴随的单位 (或余单位).

证明. 显然.

注记 1.5.19. 有些教材直接使用这个命题作为 Kan 延拓定义.
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发现 Kan 延拓其实是在寻求一个 G : D → E 使得 F 与 GK 之间有一个最佳的逼近.
那么如何对于 d ∈ Ob(D) 定义 Gd 就成了问题. 唯一的线索是当 d = Kc 时, Gd 在同构意
义下应当被取为 Fc. 因此可以使用所有的 Fc 的 lim−→(或 lim←−) 来逼近 Gd, 极限取遍所有的
c ∈ Ob(C) 和态射 Kc→ d(或 d→ Kc). 为了记号上的方便, 对于俯仰范畴进行一个扩充, 得
到以下定义.8

定义 1.5.20. 若 F : C → D 为函子, 且 d ∈ D 为一个对象. 定义 F/d 为拉回

F/d D/d

C DF

即 F/d 中对象为 (c ∈ C, α : F (c)→ d) 态射为使得以下图表交换的 β

F (c) F (c′)

d

F (β)

α α′

当 F 为子范畴的嵌入函子时, 简写为 C/d, 类似定义 Fd/ 和 Cd/.
可以发现 F/d(或 Fd/)带有典范的投影函子

∏
/d : F/d → C 将 (c, α : F (c)→ d)(或 (c, α : d→

F (c))) 映为 c, 态射 β 映为 β.

今后的重点在于合成函子 F
∏

/d : K/d → E 和 F
∏
d/ : Kd/ → E , 它们分别映对象

(c,Kc→ d) 和 (c, d→ Kc) 为 Fc. 在极限存在的情况下, 可以做几点观察:

• 任何 d→ d′ 诱导典范态射 lim−→F
∏

/d → lim−→F
∏

/d′ ; 其刻画为使得图表

Fc Fc

lim−→F
∏

/d lim−→F
∏

/d′

对每个 (c,Kc → d) ∈ Ob(K/d) 交换 (它诱导 (c,Kc → d′) ∈ Ob(K/d′)), 纵向箭头即
为 lim−→ 自带的典范态射.

• 考虑 (c,Kc
id−→ Kc) ∈ Ob(K/Kc) 得到典范态射 ηc : Fc→ lim−→F

∏
/Kc.

• 任何 c→ c′ 皆诱导典范态射 lim−→F
∏

/Kc → lim−→F
∏

/Kc′ 使得

Fc Fc′

lim−→F
∏

/Kc lim−→F
∏

/Kc′

8其实是 [wwli 卷二, 定义 1.6.2]
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交换. 鉴于对偶性,lim←−F
∏
d/ 也具备相应性质, 如典范态射 εc : lim←−F

∏
Kc/ → Fc 等等.

次一定理的陈述基于这些函子性.

定理 1.5.21. 考虑函子 K : C → D 和 F : C → E.

1. 若对每个 d ∈ Ob(D), 余极限 lim−→(F
∏

/d) 在 E 中存在, 则

(LanK F )(d) := lim−→(F
∏
/d

)

确定左 Kan 延拓 LanK F : D → E; 相应的 η : F ⇒ (LanK F )K 由前述 (ηc)c∈Ob(C) 给

出.

2. 若对每个 d ∈ Ob(D), 极限 lim←−(F
∏
d/) 在 E 中存在, 则

(RanK F )(d) := lim←−(F
∏
d/

)

确定右 Kan 延拓 RanK F : D → E; 相应的 ε : (RanK F )K ⇒ F 由前述 (εc)c∈Ob(C) 给

出.

3. 若 K : C → D 全忠实, 则 η 与 ε 同构.

证明.1. 与 2. 由于两者对偶, 只需证明第一点. 对函子 L : D → E 以及自然变换 ξ : F ⇒ LK,
余极限的泛性质给出唯一的 χd : (LanK F )(d)→ Ld, 具体刻画为图表

Fc (LanK F )(d)

LKc Ld

ξc χd

L(Kc→d)

这些态射自然地组成 χ : LanK F ⇒ L. 取 d = Kc 及对象 (c, idKc) ∈ K/Kc, 可得
ξc = χKcηc. 余极限的泛性质同时给出 χ 的唯一性, 因而 LanK F 确实是左 Kan 延拓.

3. 若 K 全忠实, 则 K/Kc 以 (c, idKc) 为终对象, 所以 ηc : Fc → (LanK F )(Kc) 为同构.
对偶地, KKc/ 以 (c, idKc) 为始对象, 所以 εc : (RanK F )(Kc)→ Fc 也为同构.

注记 1.5.22. 若 C 为小范畴, 则 K/d 和 Kd/ 对每个 d ∈ Ob(D) 都是小范畴. 因此当 E 余
完备 (或完备) 时, 命题1.5.18与定理1.5.21可以说明拉回函子 K∗ 必有左伴随 (或右伴随).

1.5.3 2-范畴看伴随

事实上, 2-范畴才是一个合理的看待伴随的角度, 虽然读者目前可能还没有接触过何谓
2-范畴, 不妨将其视为带有一些额外的 2-箭头的范畴.
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定义 1.5.23. (伴随) 2-范畴中的一组伴随 D C

g

f

a 是如下信息:

• 一对对象 C,D,

• 一对 1-态射 f : C → D(称为左伴随), g : D → C(称为右伴随),

• 一对 2-态射 η : idC ⇒ gf(称为单位), ε : fg ⇒ idD(称为余单位).

满足以下条件

C C

D D

idC

f

f
g

idD

η
ε

= idf ,
C C

D D

idC

f
g

idD

gε
η = idg

此时也称二元组 (η, ε) 使得 f 作为 g 的左伴随, 也称其使得 g 作为 f 的右伴随.

例 1.5.24. 令 F : C → D 以及 G : D → C 为 1-范畴之间的函子, 将其视为严格 2-范畴 Cat
中的 1-态射, 则 F 与 G 的伴随即为范畴论意义下的伴随函子.

§ 1.6 群对象

在范畴论中, 群对象是群的概念的推广. 我们熟知, 群是带有乘法操作的集合, 使得乘法
有单位元、逆元. 我们可以将其推广为任何范畴 C 的对象, 带有乘法操作, 并且乘法有单位
元、逆元. 这样的对象就是 C 中的群对象.

设 C 是一个范畴, 具有有限乘积. 特别地, C 有终对象 ∗.

定义 1.6.1. C 中的群对象是四元组 (G,m, e, i), 其中

• G ∈ C 是一个对象.

• m : G×G→ G 是态射, 称为乘法.

• e : ∗ → G 是态射, 称为群对象的单位元.

• i : G→ G 是态射, 称为取逆元.

使得以下图表交换:

• (结合律)
G×G×G G×G

G×G G

idG×m

m×idG m

m
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• (单位律)
G

G×G G G×G

(idG,e)
idG

(e,idG)

m m

• (逆元)
G

G×G G G×G

(idG,i)
ē

(i,idG)

m m

其中 ē : G→ G 是复合

G −→ ∗ e−→ G.

若 G 还满足以下条件:

• (交换律)
G×G G×G

G

δ

m m

其中映射 δ 为交换两个分量, 则称 G 为交换群对象或 Abel 群对象.

有自然的方式定义群对象间的态射.

定义 1.6.2. 设 Gk = (Gk,mk, ek, ik) (k = 1, 2) 为群对象. 一个同态 f : G1 → G2 是一个

态射 f : G1 → G2, 使得它与群结构相容, 即

fm1 = m2(f × f), fe1 = e2, fi1 = i2f.

第一条等式也可以写成交换图表

G1 ×G1 G2 ×G2

G1 G2

f×f

m1 m2

f

容易验证, 群同态的复合还是同态. 从而我们得到一个范畴.

定义 1.6.3. 设 C 是一个有有限乘积的范畴. C 的群对象范畴是如下范畴, 它的对象是 C 的
群对象, 态射是群对象的同态. C 的交换群对象范畴是群对象范畴的由交换群对象构成的全
子范畴.
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• 本章研究的基本对象是带有一类弱等价的范畴 (C,W). 保留全部高阶映射资料的内在
对象是高阶局部化 (C,W)∞; 本章先研究它的经典 1-范畴影子 C[W−1]. 模型结构是在
同一个范畴上额外指定余纤维化与纤维化, 使局部化可以用提升、分解以及柱对象和路
径对象具体计算. 因而模型范畴应当看作同伦理论的一种点集呈现, 而不是同伦理论本
身.

• 本章先从弱等价与局部化出发, 随后讨论提升性质、弱饱和类与弱分解系统, 再引入模
型结构及对象替换. 最后我们在双纤维性对象上比较左右同伦, 并证明模型范畴版本的
Whitehead 定理, 从而把抽象局部化与可计算的同伦类联系起来.

• Quillen 在 [QuiHA, Chapter I] 中奠定了模型范畴方法. 本章采用现代的弱分解系统表
述; 与某些参考书不同, 我们暂不把分解的函子性列入定义. 这一差别不会影响本章的
对象级结论, 但在谈论替换函子时必须明确指出.

先说一个贯穿本章的想法. 在拓扑空间中, 弱同伦等价本身并不好直接求逆; 但把空间换成
具有 CW 型的好对象以后, Whitehead 定理把弱同伦等价识别为同伦等价, 于是局部化的态
射可以用映射模同伦来计算. 链复形也有同样的现象: 拟同构的形式逆很难操作, 而适当的
投射或内射消解把问题搬到能用链同伦计算的对象上.

模型结构正是把这套办法公理化. 余纤维性替换与纤维性替换负责制造 “好对象”, 柱对
象与路径对象负责定义可计算的映射同伦, Whitehead 定理则保证双纤维性对象之间的弱等
价已经是同伦等价. 换句话说, 我们真正想研究的仍然是局部化; 纤维化与余纤维化是为了
控制它而加入的计算资料. 本章先算普通同伦范畴, 下一章再通过单纯模型看见局部化中没
有被 1-截断丢掉的映射空间. 后文比较拓扑空间、Kan 单纯集、拟范畴与单纯范畴时, 都会
反复使用这一思路.
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§ 2.1 相对范畴与局部化

2.1.1 同伦范畴

定义 2.1.1. (弱等价范畴) 相对范畴是指二元组 (C,W), 其中 C 是范畴, W ⊆ C 是宽子范
畴. 本章把还满足下述 3 选 2 性质的相对范畴称为弱等价范畴: 对任意可复合态射

X
f−→ Y

g−→ Z,

若 f, g, gf 中任意两个属于 W, 则第三个也属于 W. W 中的态射称为弱等价. 因而一般的相
对范畴未必是本章意义下的弱等价范畴.

注记 2.1.2. (3 选 2 与 6 选 2) 不要把上述公理与更强的 6 选 2 性质混淆. 后者断言: 对
可复合的

X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ T,

若 gf, hg ∈ W , 则 f, g, h, hgf 都属于 W. 6 选 2 蕴含 3 选 2: 在需要由 f, gf ∈ W 推出
g ∈ W 时, 对三元组 (idX , f, g) 应用 6 选 2; 另一种消去情形则对 (f, g, idZ) 应用 6 选 2. 反
向蕴含对一般弱等价范畴并不成立, 因此本章的基础定义只要求 3 选 2.

现在说明如何从弱等价范畴得到同伦范畴. 其目标是普适地把指定的弱等价变为同构;
这一过程称为关于 W 的局部化.

定义 2.1.3. (同伦范畴) 给定弱等价范畴 (C,W), 其同伦范畴 Ho(C) 为 C 关于 W 的局部
化, 带有函子 γ : C → Ho(C), 满足以下泛性质: 对于任意函子 F : C → D, 如果 F 将 W 中所
有态射都映为同构, 则存在相差唯一自然同构的函子 F̃ : Ho(C)→ D, 使得图表

C D

Ho(C)

F

∃! F̃

在相差自然同构的意义下交换. 换句话说, 对于任意范畴 D, 令 FunW(C,D) 表示 Fun(C,D)
中将 W 中态射映为同构的函子所张成的全子范畴, 则 γ 诱导范畴等价

γ∗ : Fun(Ho(C),D)→ FunW(C,D)

注记 2.1.4. 同伦范畴也可以写为 C[W−1].

Pierre Gabriel 以及 Michel Zisman 在 [GZ67, p. 1.1] 给出局部化的形式构造, 由此可以
给出同伦范畴构造如下:

1. Ho(C) 中的对象即为 C 中的对象.

33



第 2章 抽象同伦论

2. 态射表现为有限长的 “锯齿”

· · · Y W · · ·

X Z U

s a t b

其中如 t, s 等反向箭头都应当在 W 内, 再商去以下等价关系:

• 恒同态射可以去掉,

• 相邻同向箭头可以复合,

• 相邻异向箭头若表示同一个态射则可去掉.

这样的构造是普适的, 但是缺陷也很明显, 我们没有理由说明 Ho(C)(X,Y )为小集合, 这使我
们无法直接保证 Ho(C) 是局部小的. 此外, 由于等价关系难以操作, 我们也难以具体刻画其
中的态射.

例 2.1.5. • 若 W 只含 C 中的同构, 则局部化函子 C → C[W−1] 是范畴等价.

• 对 Abel 范畴 A, 取 Ch(A) 中的拟同构为 W, 所得局部化正是导出范畴 D(A). 这里局
部化的定义与形式构造可参见 [GZ67, Chapter I, §1].

§ 2.2 提升性质与弱分解系统

首先我们给出一些提升性质的说明, 这一块的符号并没有什么统一, 本文采取 [Land] 的
符号.

定义 2.2.1. (提升性质) 设 C 是范畴,J ⊂ Mor(C) 是一类态射.

• 称 C 中态射 p : X → Y 对 J 具有右提升性质 (简写作 RLP), 如果对 C 中任意实线图
表

A X

B Y ,

p

其中态射 A→ B 在 J 中, 存在虚线箭头使图表交换. 所有具有此性质的态射 p 构成的

类记为 χR(J).

• 称 C 中态射 i : A→ B 对 J 具有左提升性质 (简写作 LLP) , 如果对 C 中任意实线图
表

A X

B Y ,
i
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其中态射 X → Y 在 J 中, 存在虚线箭头使图表交换. 所有具有此性质的态射 i 构成的

类记为 χL(J).

此外, 记 χ(J) = χL(χR(J)), 它表示这样一类态射, 它们对于关于 J 具有右提升性质的态射

是具有左提升性质的.

不难证明 χRχ(J) = χR(J).

注记 2.2.2. (弱正交, J-内射与投射态射) 右/左提升性质在有些资料 (比如 [Kerodon]) 中
也叫右/左弱正交. 对于 J , 以及 f ∈ Mor(C), 称

• f 是 J-内射态射, 指 f ∈ χR(J).

• f 是 J-投射态射, 指 f ∈ χL(J).

如同代数几何一般, 我们希望具有右/左提升性质的态射足够好, 此处足够好的定义就是
在推出/拉回之下稳定, 当然, 由于我们比较关心余极限, 因此只考虑推出的情况, 拉回可以直
接对偶地得到.

定义 2.2.3. 令 C 为推出均存在的范畴, 令 S 为 C 中一些态射, 若每个 C 中的推出图表

A A′

B B′

f f ′

都有若 f ∈ S 则 f ′ ∈ S 的性质, 则称态射类 S 在推出下是稳定的.

当然这一条对于右提升/拉回情况是很有用的.

命题 2.2.4. 若 C 为具有推出的范畴, T 为 C 中的一些态射, 令 S = χL(T ), 则 S 在推出

下是稳定的.

证明. 先给出一个如下图左侧所示的推出图表

A A′ A′ X

B B′ B′ Y

s

f f ′

u

f ′ g

t v

其中 f ∈ S. 只需要证明 f ′ ∈ S 即可, 由于 S = χL(T ), 因此要做的不过是验证一个左提升
性质, 对于任意 g ∈ T 且 g : X → Y , 需要证明右侧图表中对角的虚线是存在的, 不妨把上图
拼到一起得到

A X

B Y

u◦s

f g

v◦t

而 f ∈ S = χL(T ) 因此存在提升 B → X, 而后由于上图左侧为推出, 因此根据泛性质得到
存在提升 B′ → X, 即 f ′ ∈ S.
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不难类似得到 χR(T ) 关于拉回是稳定的.
接下来我们讨论收缩核, 这一概念来自于代数拓扑的收缩核.

定义 2.2.5. (收缩核) 令 C, X,Y ∈ Ob(C) 为一对对象, 若存在态射 i : X → Y 以及

r : Y → X 使得 r ◦ i = idX , 则称 X 为 Y 的收缩核.

当然, 我们可以对于两个态射讨论收缩概念, 这需要我们稍微转变观点, 将目光放在
Fun([1], C) 上.

定义 2.2.6. (态射作为收缩核) 令 C 为范畴. 考虑态射 f : X → Y 以及 f ′ : X ′ → Y ′, 现
在将 f 与 f ′ 视为 Fun([1], C) 中的对象, 若 f 为 f ′ 在 Fun([1], C) 中为收缩核, 则称 f 为 f ′

的收缩核. 显式的看, 即存在交换图表

X X ′ X

Y Y ′ Y

i

f

r

f ′ f

ī r̄

其中 r ◦ i = idX 且 r̄ ◦ ī = idY .

结合前文关于在推出 (拉回) 下稳定这一定义, 自然可以推导出在收缩核下稳定这一概
念, 这无非是说若 f 为 f ′ 的收缩核而 f ′ ∈ S 则 f ∈ S. 接下来我们把它与左右提升结合起
来.

命题 2.2.7. 令 C 为范畴, T 为 C 中的一些态射, 而 S = χL(T ). 则 S 在收缩核下是稳定

的.

证明. 取 f ′ ∈ S, 考虑如下图左侧所示的收缩核

X X ′ X X A

Y Y ′ Y Y B

i

f

r

f ′ f

u

f g

ī r̄

h

v

其中 r ◦ i = idX 且 r̄ ◦ ī = idY . 需要说明 f ∈ S = χL(T ), 这只需要验证对于任意的 g ∈ T ,
上图右侧的交换图表中虚线箭头所表示的提升确实存在即可, 和命题2.2.4中证明一样, 把上
图左侧和右侧结合起来得到

X ′ A

Y ′ B

u◦r

f ′ gh′

v◦r̄

由 f ′ ∈ S = χL(T ) 保证了提升 h′ 的存在性, 而后由于 u ◦ r ◦ i = u,v ◦ r̄ ◦ ī = v 因此取

h = h′ ◦ ī 即可.
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右提升的情况自然类似可证.
接下来的概念 (超限复合) 需要一点点序数以及超限归纳法的知识,[代数学方法卷一, §1.2-
1.3] 中的内容应当是完全足够的, 或者读者也可以看 [Kerodon, 03PV].
对于每个序数 α, 令 Ord≤α = {β : β ≤ α} 为小于等于 α 的全体序数构成的全序集.

定义 2.2.8. (超限复合下稳定) 取 C 为范畴, S 为 C 中的一类态射. 称态射 f ∈ Mor(C) 是
S 中态射的一个超限复合, 如果存在序数 α 以及函子 F : Ord≤α → C. 将其对象与结构态射
分别记作 Cβ 与 fγ,β : Cβ → Cγ , 并要求

1. 对于任意非零极限序数 λ ≤ α, 典范态射

colim
β<λ

Cβ −→ Cλ

是同构; 换言之, 这个序数图表在每个极限阶段都是连续的.

2. 对于任意序数 β < α, 态射 fβ+1,β 在 S 内.

3. 态射 f 等同于 fα,0 : C0 → Cα.

若 S 的每个超限复合仍属于 S, 则称 S 在超限复合下稳定.

之后是老生常谈的讨论左右提升性质与超限复合, 这次的证明与前文稍显复杂, 但是核
心还是一致的.

命题 2.2.9. 令 C 为范畴, T 为 C 中的一些态射, 且 S = χL(T ), 则 S 在超限复合下是稳

定的.

证明. 首先给定序数 α, 并且假设具有函子 F : Ord≤α → C, 它由以下满足条件 1. 的有序对

({Cβ}β≤α, {fγ,β}β≤γ≤α)

给出. 假设每个 fβ+1,β 都在 S 内. 我们现在希望说明 f = fα,0 在 S 内. 这需要验证

C0 X

Cα Y

u

fα,0 g

v

中提升的存在性. 接下来利用 fβ+1,β 都在 S 内去证明这一点, 利用超限归纳的原理, 从 u 开

始构造一族态射 {uβ : Cβ → X}β≤α, 它满足与 v 和 g 的交换性 (下图左侧)g ◦ uβ = v ◦ fα,β
以及 uβ 自身归纳的相容性 (下图右侧)uβ = uγ ◦ fγ,β 用图表表示出来就是

Cβ X Cβ X

Cα Y Cγ

uβ

fα,β
g

uβ

fγ,β

v

uγ

接下来显式的来构造它, 当然, 我们需要从 0 开始, 然后处理后继以及极限序数的情况

37

https://kerodon.net/tag/03PV


第 2章 抽象同伦论

. 第零项 u0 = u 给定.

. 后继项 设 γ = β+1 为后继序数. 此时 uγ 由以下提升给出 (由于 fβ+1,β ∈ S 保证了提升存在)

Cβ X

Cβ+1 Y

uβ

fβ+1,β
guβ+1

v◦fα,β+1

. 极限项 设 γ 为非零极限序数, 则根据定义 Cγ ∼= colim
β<γ

Cβ . 已经构造出的相容族 {uβ : Cβ →

X}β<γ 由余极限的泛性质唯一诱导 uγ : Cγ → X, 并满足 guγ = vfα,γ .

因此得到提升 uα : Cα → X.

根据前文的讨论, 我们可以介绍以下概念.

定义 2.2.10. (弱饱和) 令 C 为范畴且具有小余极限, 令 S 为 C 中一类态射, 若 S

• 在推出下稳定.

• 在收缩核下稳定.

• 在超限复合下稳定.

则称 S 是弱饱和的.

接下来讨论弱饱和的若干性质, 首先, 给出弱饱和的一个重要判准:

命题 2.2.11. (重要) 设 C 为范畴且具有小余极限, T 为 C 中一些态射, 令 S = χL(T ) 则

S 是弱饱和的.

证明. 前文已经证明.

推论 2.2.12. 设 C 为范畴且具有小余极限, T 为 C 中一些态射, χ(T ) = χL(χR(T )) 也是

弱饱和的, 并且显然有 T ⊂ χ(T ).

注记 2.2.13. (生成的弱饱和态射类) 容易得知, 弱饱和态射类的交也是弱饱和的, 因此令
C 为范畴, S0 为 C 中的一类态射. 则存在一个包含 S0 的最小的弱饱和类 (类似于闭包定义,
取 S0 =

⋂
S0⊂H,H弱饱和H) 称 S0 为由 S0 所生成的弱饱和态射类. 因此, 若 S0 对于 T 具有

左提升性质, 则 S0 对于 T 也具有左提升性质.

命题 2.2.14. 令 C 为范畴且具有小余极限, S 为 C 中的弱饱和态射类, 则

• 所有的同构都在 S 中.

• S 在态射复合下是稳定的, 即若 f : X → Y 与 g : Y → Z 都在 S 中则 g ◦ f 也在 S

中.
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证明. 超限复合中 α = 0 的情形说明每个恒同态射都在 S 中. 任意同构 f : X → Y 在箭头

范畴中都是 idY 的收缩核: 两个方向的方块分别由 (f, idY ) 与 (f−1, idY ) 给出. 因 S 对收缩

核封闭, 得到 f ∈ S. 复合封闭性则是长度为 2 的超限复合情形.

2.2.1 弱分解系统

引理 2.2.15. (收缩核论证) 若态射 f : X → Y 可以被分解为如下交换图表

X Y

T

f

i p

若 f 关于 i (或 p) 具有右 (左) 提升性质, 则 f 为 p (或 i) 的收缩核.

证明. 不妨设 f ∈ χR(i), 因此以下提升问题有解

X X

T Y

i fr

p

将解记为 r, 因此可以得到 r ◦ i = idX , 因此可以得到收缩核

X T X

Y Y Y

i

f

r

p f

而后, 我们来介绍弱分解系统的概念

定义 2.2.16. (弱分解系统) 弱分解系统是指三元组 (C, L,R), 其中 C 为范畴, L 和 R 为 C
中满足以下性质的态射类:

• L = χL(R) 且 R = χR(L).

• 每个 C 中的态射 f : X → Y 都可以被分解为

X
i−→ T

p−→ Y

其中 i ∈ L 且 p ∈ R.

命题 2.2.17. 令 (C, L,R) 为弱分解系统, 则

1. L 和 R 都包含 C 中的同构.
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2. L 和 R 都在态射复合下稳定, 此外 L 还在超限复合下稳定.

3. L 和 R 均在收缩核下稳定.

4. L 在推出下稳定, R 在拉回下稳定.

证明. 留作习题.

例 2.2.18. 记 HCof, HFib, HoEq 为闭 Hurewicz 余纤维化, Hurewicz 纤维化以及同伦等价
所构成的类, 则 (Top,HCof ∩ HoEq,HFib) 以及 (Top,HCof,HFib ∩ HoEq) 均为弱分解系统.

接下来给出一种非常有用的结论.

命题 2.2.19. 令 F : C ⇄ C′ : G 为一对伴随, 若 (C, L,R) 与 (C′, L′, R′) 为弱分解系统, 则
F (L) ⊂ L′ 当且仅当 G(R′) ⊂ R.

证明. 先设 F (L) ⊂ L′. 对于 (C
i−→ D) ∈ L 以及 (X

p−→ Y ) ∈ R′, 由假设可知左侧提升问题
有解, 而伴随性给出下述两个提升问题的自然对应

F (C) X

F (D) Y

F (i) p ↭
C G(X)

D G(Y )

i G(p)

因此 G(p) 对每个 i ∈ L 都有右提升性质, 即 G(p) ∈ χR(L) = R.
反之设 G(R′) ⊂ R. 对任意 i ∈ L 与 p ∈ R′, 右侧提升问题因 i ∈ L = χL(R) 且

G(p) ∈ R 而有解; 经上述伴随对应, 左侧提升问题也有解. 因而 F (i) ∈ χL(R
′) = L′, 即

F (L) ⊂ L′.

§ 2.3 模型结构与 Quillen 伴随

现在, 我们来给出范畴上的模型结构, 正如本节前言所述, 它是范畴上配备有三类在复合
下稳定的态射, 分别称为弱等价 (核心), 纤维化以及余纤维化:

• 弱等价如本章前言所述, 扮演 “同伦等价” 或者更一般 (例如弱同伦等价) 的角色.

• 纤维化扮演着 “好的满射” 这一角色. 比如说拓扑空间范畴中的 Hurewicz 纤维化.

• 余纤维化扮演着 “好的单射”这一角色. 比如说拓扑空间范畴中邻域形变收缩核 (NDR)
就是余纤维化.

在这种意义下, 模型范畴就是 “同伦理论的模型” 或 “同伦理论的模型的范畴”, 我们真正关
心的是由纤维化与余纤维化所产生的对象, 分别称为纤维性对象与余纤维性对象, 以及既是
纤维性对象又是余纤维性对象的双纤维性对象.
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定义 2.3.1. (模型结构) 范畴 C 上的模型结构是指范畴 C 配上三类额外的态射:

• 余纤维化 Cof ⊂ Mor(C).

• 纤维化 Fib ⊂ Mor(C).

• 弱等价 W ⊂ Mor(C).

满足下述条件

1. W 可以使得 C 变成弱等价范畴 (定义 2.1.1), 换言之, 其满足 3 选 2 性质.

2. (C,Cof ∩W,Fib) 为弱分解系统.

3. (C,Cof,Fib∩W) 为弱分解系统.

事实上, 在弱等价类 W 已经固定以后, 弱分解系统中的两类态射能由提升性质互相确
定; 因而指定 Cof 或 Fib 中的一类以及相应的平凡态射类, 就能恢复另一类.

例 2.3.2. • 若 C 为完备且余完备范畴,则其上可以具有三种模型结构,只需要选取其中
一个为 C 中的全体同构, 而剩下二者为 C 中的全体态射. 比如选取全体同构为弱等价,
余纤维化和纤维化为 C 中的全体态射, 此时 (x

f−→ y) ∈ C 分解为 (idx, f) 和 (f, idy),
此时称为平凡模型结构.

• 若 C 和 D 都具备模型结构, 则 C × D 也具备模型结构: (f, g) 为余纤维化 (或纤维化,
弱等价) 当且仅当 f 和 g 均为余纤维化 (或纤维化, 弱等价), 该结构称为乘积模型结
构.

定义 2.3.3. (模型范畴) 称四元组 (C,W,Cof,Fib) 为模型范畴, 指 C 为完备且余完备的范
畴, 并且 (W,Cof,Fib) 构成其上的模型结构. 在不引起歧义的情况下, 一般简写为 C.

而后, 给出一些术语

定义 2.3.4. (术语) • W ∩ Fib 中的元素 (即同时为弱等价的纤维化) 称为平凡纤维化
或称零伦纤维化.

• W∩Cof 中的元素 (即同时为弱等价的余纤维化) 称为平凡余纤维化或称零伦余纤维化.

• 对于 X ∈ C, 若始对象到其的态射 ∅→ X 为余纤维化, 则称其为余纤维性对象.

• 对于 X ∈ C, 若其到终对象的态射 X → ∗ 为纤维化, 则称其为纤维性对象.

• 对于 X ∈ C, 若其既是纤维性又是余纤维性的, 则称其为双纤维性对象.

以下给出一组与导出范畴密切相关的模型结构; 证明可参见 [Hovey, Chapter 2] 以及
[DG10].
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例 2.3.5. (常见的模型范畴) 令 R 为环, 考虑 R-模链复形范畴 Ch(R-Mod). 这里需要区分
“逐度投射/内射” 与模型结构真正检测到的 dg-投射/dg-内射条件: dg-投射复形 P 的每一项

都是投射模, 且对每个无环复形 E, 映射复形 Hom∗R(P,E) 无环; dg-内射复形由对偶条件定
义.

• 链复形的投射模型结构:

– W 为拟同构构成的类.

– Fib 为逐度满射.

– Cof 为逐度分裂的单射, 其余核为 dg-投射复形.

– 所有对象都纤维性; 余纤维性对象恰为 dg-投射复形. 因此双纤维性对象也恰为
dg-投射复形, 而不是任意逐度投射的复形.

• 链复形的内射模型结构:

– W 为拟同构构成的类.

– Cof 为逐度单射.

– Fib 为逐度满射, 其核为 dg-内射复形.

– 所有对象都余纤维性; 纤维性对象恰为 dg-内射复形. 因此双纤维性对象也恰为
dg-内射复形, 而不是任意逐度内射的复形.

dg-投射复形必为 K-投射复形, dg-内射复形必为 K-内射复形; 这正是这些模型结构能够呈现
无界导出范畴的原因.

命题 2.3.6. 给定模型范畴 C, 则

• W,Cof,Fib 均在收缩核下稳定.

• Cof 和 W ∩ Cof 在推出下稳定.

• Fib 和 W ∩ Fib 在拉回下稳定.

除分解的函子性外, 上述定义与 [Hovey, Definition 1.1.3] 的公理相同. Hovey 把两种分
解都要求为函子性分解; 本文采用只要求分解存在的约定. 若后续需要真正的替换函子, 我
们会额外假设或选定函子性分解. 此时, 我们发现并非所有对象都是纤维性或者说是余纤维
性的, 那我们是否能够退而求其次, 找到其替代品, 答案是肯定的.

定义 2.3.7. ((余) 纤维性替换) 设 C 为模型范畴, 且 X ∈ C.

• 选取分解
∅ −→ QX

qX−−→ X, ∅→ QX ∈ Cof, qX ∈W ∩ Fib,

称 qX : QX → X 为 X 的余纤维性替换 (也称余纤维性消解或逼近).
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• 选取分解
X

rX−−→ RX −→ ∗, rX ∈W ∩ Cof, RX → ∗ ∈ Fib,

称 rX : X → RX 为 X 的纤维性替换 (也称纤维性消解或逼近).

注记 2.3.8. (替换的函子性) 模型范畴公理保证每个对象都存在上述替换, 但若弱分解系
统只要求分解存在, 任意逐对象选取的 QX 与 RX 并不会自动组成函子. 只有在额外选定
函子性分解以后, 才得到函子

Q,R : C −→ C

以及自然弱等价 q : Q⇒ idC 和 r : idC ⇒ R. 本章在只涉及单个对象时不需要这项额外选择.

命题 2.3.9. 对任意对象 X, 依次选取替换所得的 R(QX) 与 Q(RX) 都是双纤维性对象,
并分别通过弱等价锯齿与 X 相连.

证明. QX 余纤维性, 而 QX → R(QX) 是平凡余纤维化, 所以复合 ∅→ QX → R(QX) 是

余纤维化; 又 R(QX) 按定义纤维性, 故它双纤维性. 对偶地, Q(RX) → RX 是平凡纤维化,
而 RX → ∗ 是纤维化, 所以 Q(RX) → ∗ 是纤维化; 再结合 Q(RX) 的余纤维性即可. 所涉
及的替换态射都是弱等价, 因而给出所称的锯齿.

注记 2.3.10. 在链复形的投射模型结构中, 余纤维性替换给出 dg-投射消解; 在内射模型结
构中, 纤维性替换给出 dg-内射消解. 这比只要求逐度投射或逐度内射更强, 也正是模型范畴
替换能够计算无界导出函子的原因.

我们仍以一个非常重要的引理来结束本段内容

引理 2.3.11. (Ken Brown) 令 C 为模型范畴, D 为弱等价范畴, F : C → D 为函子. 若 F

将余纤维性对象之间的平凡余纤维化变为弱等价, 则 F 将余纤维性对象之间的所有弱等价

变为弱等价. 对偶地, 若 F 将纤维性对象之间的平凡纤维化变为弱等价, 则 F 将纤维性对

象之间的所有弱等价变为弱等价.

证明. 只证余纤维性对象的情形. 设 f : A → B 是余纤维性对象之间的弱等价, 并记余积的
两个包含为

ιA : A −→ A tB, ιB : B −→ A tB.

它们都是余纤维化, 且 A tB 仍是余纤维性对象. 将 (f, idB) : A tB → B 分解为

A tB k−→ T
p−→ B, k ∈ Cof, p ∈ Fib∩W.

对象 T 是余纤维性的. 由
pkιA = f, pkιB = idB

以及 3 选 2 性质可知 kιA 与 kιB 都是平凡余纤维化. 因而 F (kιA) 与 F (kιB) 都是 D 中
的弱等价. 再由 F (p)F (kιB) = idF (B) 和 3 选 2 性质得到 F (p) 是弱等价, 最后 F (f) =

F (p)F (kιA) 也是弱等价. 纤维性对象的结论由对偶论证得到.

43



第 2章 抽象同伦论

2.3.1 Quillen 伴随与 Quillen 等价

模型结构不只是让我们能够计算单个同伦范畴, 它还告诉我们哪些伴随在局部化以后仍
然有意义. 这正是比较不同点集模型时最常用的工具.

定义 2.3.12. (Quillen 伴随) 设 F : C ⇄ D : G 为两个模型范畴之间的伴随. 若左伴随 F

保持余纤维化和平凡余纤维化, 则称 (F,G) 为一个 Quillen 伴随, 称 F 为左 Quillen 函子、
G 为右 Quillen 函子.

等价地, G 保持纤维化和平凡纤维化. 这个等价刻画直接来自伴随与提升性质之间的对
应, 参见 [Hovey, Lemma 1.3.4].

Ken Brown 引理说明, 左 Quillen 函子保持余纤维性对象之间的弱等价, 右 Quillen 函
子保持纤维性对象之间的弱等价. 因此在选取替换以后可以定义导出函子

LF (X) = F (QX), RG(Y ) = G(RY ),

并得到同伦范畴之间的导出伴随

LF : Ho(C) ⇄ Ho(D) : RG.

这里的表达式依赖替换的选择, 但所得导出函子在相差唯一自然同构的意义下不依赖这些选
择.

定义 2.3.13. (Quillen 等价) Quillen 伴随 F : C ⇄ D : G 称为 Quillen 等价, 如果对每个
余纤维性对象 X ∈ C、纤维性对象 Y ∈ D 以及一对伴随态射

f : F (X) −→ Y, f ♭ : X −→ G(Y ),

有 f 是弱等价当且仅当 f ♭ 是弱等价.

命题 2.3.14. Quillen 伴随是 Quillen 等价, 当且仅当其导出伴随

LF : Ho(C) ⇄ Ho(D) : RG

是伴随等价.

证明. 这是 [Hovey, Definition 1.3.12 and Proposition 1.3.13]给出的判别. 它解释了 “Quillen
等价” 一词的真正含义: 两个模型范畴未必作为普通范畴等价, 但它们呈现同一个同伦论.

在同伦论中, 我们通常考虑带点空间, 因此我们应该研究模型范畴是否能够诱导带点范
畴上的模型结构:

定义 2.3.15. (带点范畴) 带点范畴指带有零对象的范畴.
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对于模型范畴 C, 考虑其终对象 ∗, 则仰范畴 C∗/ 为带点范畴, 称为 C 的带点对象范畴,
记为 C∗. 其中对象 (∗ v−→ X) ∈ Mor(C) 简记为 (X, v), 其中 v 称为 X 的基点, C∗ 的态射即
为保持基点的态射.
注意到 C∗ 具有任意极限与余极限. 给定图表 F : J → C∗, 其极限即为 F̃ : J → C 的极限.
而余极限的刻画稍显复杂. 考虑锥 J ◁(它是 J 配上一个额外的始对象 ∗), 则 F 诱导函子

G : J ◁ → C 其中 G(∗) = ∗ 且 ∗ → i 对应于 F (i) 的基点, 则 G 在 C 中的余极限自然地带有
基点, 记为 F 在 C∗ 的余极限.

例 2.3.16. • 空图表在 C∗ 的极限和余极限均为 ∗, 因此 C∗ 确为带点范畴.

• X 和 Y 的余积为 X ∨ Y , 即为 X t Y 商去基点.

有显然的函子 (−)+ : C → C∗ 给 X 附上基点 X+ = X t ∗. 它是遗忘函子 U : C∗ → C 的
左伴随. 若 C 已然带点, 则 (−)+ 给出 C 到 C∗ 的范畴等价.

命题 2.3.17. 若 C 为模型范畴, 对于 f ∈ Mor(C∗), 称 f 为余纤维化 (或纤维化, 弱等价)
指其在遗忘函子下的像 Uf 为 C 中的余纤维化 (或纤维化, 弱等价). 这给出 C∗ 上的模型结
构.

证明. [Hovey, Proposition 1.1.8.].

更进一步, 我们可以把终对象 ∗ 换为一般的对象 A ∈ C, 上述命题可以被扩张到一般的
俯仰范畴之上.

注记 2.3.18. 例如, 对任一配有标准模型结构的适用空间范畴应用上述命题, 都可得到相应
的带点空间模型结构.

§ 2.4 同伦、Whitehead 定理与局部化

现在回到模型结构如何计算局部化这一问题. 我们将先在双纤维性对象之间定义可操作
的同伦关系, 再把所得商范畴与第 2.1.3 节的抽象局部化比较.
首先进行一些记号上的回顾与设置, 记 C 为模型范畴, C[W−1] 为将 C 视为弱等价范畴时所
得到的同伦范畴. 记 Cc (或 Cf , C◦) 为由 C 中的余纤维性对象 (或纤维性对象, 双纤维性对
象)所张成的全子范畴,此时其内弱等价定义为在包含函子的像为弱等价的态射,记为Wc(或
Wf , W◦).

命题 2.4.1. 令 C 为模型范畴,则包含函子诱导范畴等价 C◦[(W◦)−1]→ Cc[W−1c ]→ C[W−1]
和 C◦[(W◦)−1]→ Cf [W−1f ]→ C[W−1].

证明. 参见 [Hovey, Proposition 1.2.3.].
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因此我们只需要研究 C◦[(W◦)−1] 这一同伦范畴即可. 在 C 局部小的前提下, 我们将给
出它的局部小模型, 从而能够具体描述态射集.
在拓扑空间的熟悉例子中, 同伦范畴的态射是连续映射模映射同伦所得的类, 而同伦等价在
这个商范畴中变成同构. 这启发我们在一般模型范畴中分别定义映射同伦与同伦等价.
以紧生成弱 Hausdorff 空间所成的适用空间范畴 (在此例中仍记作 Top) 为例, 对两个态射
f, g : X → Y , 左、右两种映射同伦分别由下列图表中的 H 给出:

X

X × I Y

X

δ0
f

H

δ1 g

或

Y

X Y I

Y

f

H

g

p0

p1

.

交换的 H, 此外我们称左侧图表为左同伦, X × I 为柱对象, 而右侧图表为右同伦, Y I 为路
径对象. 接下来我们将试着使用模型范畴的公理来恢复左右同伦的概念.

定义 2.4.2. (模型范畴的同伦) 设 C 为模型范畴, X,Y ∈ C 为两个对象, 且有两个态射
f, g : X → Y , 则

• X 的柱对象, 记作 Cyl(X), 指余对角态射 ∇X = (idX , idX) : X tX → X 的分解

X tX X

Cyl(X)

∇X

Cof3(δ0,δ1) p∈W

此外, 若还满足 p ∈W ∩ Fib, 则称此柱对象是好的.

• 从 f 到 g 的左同伦是使得以下图表

X

Cyl(X) Y

X

δ0
f

H

δ1 g

交换的态射 H : Cyl(X)→ Y . 此时称 f 左同伦于 g, 简记为 f
l∼ g.

• Y 的路径对象, 记作 Path(Y ), 指对角态射 ∆Y : Y → Y × Y 的分解

Y Y × Y

Path(Y )

∆Y

W3i (p0,p1)∈Fib

若还满足 i ∈W ∩ Cof, 则称该路径对象是好的.
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• 从 f 到 g 的右同伦是使得以下图表

Y

X Path(Y )

Y

f

H

g

p0

p1

.

交换的态射 H : X → Path(Y ). 此时称 f 右同伦于 g, 简记为 f
r∼ g.

• 若 f 与 g 即为左同伦又为右同伦, 则称它们是同伦的, 简记为 f ∼ g.

• 称 f 是同伦等价, 指存在 h : Y → X 使得 hf ∼ idX 且 fh ∼ idY .

我们可以给出一些简单的性质 (大致来自 [QuiHA, Lemma 1.1.1.-1.1.5.]), 此处我们不跳
过证明以让读者熟悉模型范畴的运作方式.

命题 2.4.3. 令 C 为模型范畴, 且 f, g : X → Y 为 C 中的态射.

1. 考虑 h : Y → Z, 若 f
l∼ g, 则 hf

l∼ hg. 对偶地, 若 f
r∼ g, 考虑 h : T → X, 则

fh
r∼ gh.

2. 若 Y 为纤维性对象, f l∼ g 且 h : T → X, 则 fh
l∼ gh. 对偶地, 若 X 为余纤维性对

象, f r∼ g 且 h : Y → Z, 则 hf
r∼ hg.

3. 若 X 余纤维性, 则左同伦为 HomC(X,Y ) 上的等价关系, 若 Y 纤维性, 则右同伦为
HomC(X,Y ) 上的等价关系.

4. 若 X 余纤维性, 且 h : Y → Z 为平凡纤维化, 则 h 诱导同构

HomC(X,Y )/
l∼ ∼→ HomC(X,Z)/

l∼

对偶地, 可以得到 Y 纤维性, h : T → X 为平凡余纤维化的版本.

5. 若 X 余纤维性, 则 f
l∼ g 可以推知 f

r∼ g. 此外, 考虑 Y 的道路对象 Path(Y ), 则存
在右同伦 K : X → Path(Y ). 对偶地, 可以得到 Y 纤维性且 f

r∼ g 的情况.

证明. 只证明给定左同伦的情况, 对偶情况完全类似.

1. 令左同伦为态射 H : Cyl(X)→ Y , 则 hH : Cyl(X)→ Z 为 hf 到 hg 的左同伦.

2. 因 f
l∼ g, 不妨令 H : Cyl(X) → Y 为其同伦, 其中 Cyl(X) 为某个柱对象, 因此

有分解 X t X n∈Cof−−−−→ Cyl(X)
p∈W−−−→ X, 根据模型范畴公理 Cyl(X)

p−→ X 可以分

解为 Cyl(X)
i∈Cof−−−→ Cyl′(X)

j∈W∩Fib−−−−−−→ X, 而因 p 为弱等价, 因此 i 为平凡余纤维
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化, 此时 X t X i◦n∈Cof−−−−−→ Cyl′(X)
j∈W∩Fib−−−−−−→ X 将 Cyl′(X) 变为好柱对象, 我们断言

H : Cyl(X)→ Y 可以延拓为 H ′ : Cyl′(X)→ Y . 这只需要考虑以下图表

Cyl(X) Y

Cyl′(X) ∗

W∩Cof3i ∈Fib

由模型范畴公理可知 (W ∩ Cof,Fib) 为弱分解系统, 根据弱分解系统定义以及 Y 为纤

维性对象可知提升存在. 因此左同伦总是可以来自于一个好的柱对象. 下文把 Cyl′(X)

重记为 Cyl(X), 并仍以 H ′ 表示延拓后的同伦. 现在考虑 T 的柱对象 Cyl(T ) 以及图
表

T t T Cyl(X)

Cyl(T ) X

Cof3 ∈W∩Fib

立刻得到提升的存在性, 记为 k : Cyl(T ) → Cyl(X), 则 H ′ ◦ k : Cyl(T ) → Y 给出 fh

到 gh 的左同伦.

3.自反性. 考虑柱对象 X tX → Cyl(X)
s−→ X, 因此 Cyl(X)

s−→ X
f−→ Y 给出 f 到 f 的左

同伦.

对称性. 考虑 f 到 g 的左同伦

X Cyl(X) X

Y

δ0

f H

δ1

g ,

X Cyl′(X) X

Y

δ′0

g H

δ′1

f

将 δ0 与 δ1 调换顺序后得到 g 到 f 的左同伦 H.

传递性. 令 f, g, h : X → Y 且 f 左同伦于 g, g 左同伦于 h, 则可以得到以下图表

X Cyl(X) X

Y

δ0

f
H1

δ1

g

X Cyl′(X) X

Y

δ′0

g H2

δ′1

h

将两个同伦在共同的端点 g 处粘合, 即考虑沿 δ1 与 δ′0 形成的推出

X Cyl(X)

Cyl′(X) Cyl′′(X)

δ1

δ′0 in1

in2

,
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记两个原柱对象的收缩态射为 p 与 p′. 因 X 余纤维性, 每个端点包含 δe, δ
′
e 都是

余纤维化; 又 pδe = p′δ′e = idX 且 p, p′ 为弱等价, 所以这些端点包含都是平凡余
纤维化. 推出稳定性于是说明 in1 与 in2 也是平凡余纤维化. 由 pδ1 = p′δ′0 及推

出泛性质, p 与 p′ 诱导

p′′ : Cyl′′(X) −→ X.

因 p′′ in1 = p 且 in1, p 均为弱等价, 3 选 2 性质给出 p′′ 为弱等价. 令

j0 = in1 δ0, j1 = in2 δ
′
1.

这里不能只由 j0, j1 各自是余纤维化, 就断言它们合成的态射 (j0, j1) : X tX →
Cyl′′(X) 仍是余纤维化. 因此再取一次模型分解

X tX i−→ C̃yl(X)
r−→ Cyl′′(X), i ∈ Cof, r ∈W ∩ Fib .

复合 p′′r : C̃yl(X)→ X 是弱等价, 且它在 i 的两个端点上都是 idX , 所以 C̃yl(X)

是 X 的柱对象. 最后,H1δ1 = g = H2δ
′
0, 因而 H1 与 H2 先诱导 H : Cyl′′(X) →

Y ; 再与 r 复合便得到以 f, h 为端点的左同伦 Hr : C̃yl(X) → Y . 这给出了传递
性.

4. 由于 X 余纤维性, 因此根据 3. 可知 l∼ 确实为等价关系, 而后由 1. 可以给出映射

F : HomC(X,Y )/
l∼→ HomC(X,Z)/

l∼,

接下来我们证明 F 为双射, 首先说明其为满射, 对于 f ′ : X → Z, 因 X 是余纤维性对

象, 而 h 为平凡纤维化, 因此考虑左图

∅ Y

X Z

Cof3 h∈W∩Fib

f ′

,

X tX Y

Cyl(X) Z

(f,g)

Cof3 h∈W∩Fib

H′

可知提升存在性, 因此总是存在 f 使得 hf = f ′, 因此在不作为商集时即为满射. 接下
来证明单射, 若 hf

l∼ hg, 此时可以给出 H ′ : Cyl(X) → Z 为 hf 到 hg 的左同伦, 因
此考虑右图, 不难发现这确实是从 f 到 g 的左同伦.

5. 若 X 余纤维性且 f
l∼ g 同伦由 H : Cyl(X) → Y 给出, 此处记柱对象到 X 的典范态

射为 p, 从而由与 3. 一样的论证可知 δ0 : X → Cyl(X) 为平凡余纤维化, 考虑 Y 的道

路对象 Y
i∈W−−−→ Path(Y )

(p0,p1)∈Fib−−−−−−−→ Y × Y , 因此考虑图表

X Path(Y )

Cyl(X) Y × Y

if

W∩Cof3δ0 (p0,p1)∈Fib

(fp,H)

可知提升存在, 记为 K : Cyl(X)→ Path(Y ), 不难发现 Kδ1 为所求的右同伦.
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不难发现, 若我们想用同伦类组成一个范畴, 就需要同伦是等价关系并且在复合下稳定.
根据命题 2.4.3, 在双纤维性对象构成的全子范畴中这些条件都成立.

推论 2.4.4. 在全子范畴 C◦ 中, 同伦关系为可复合的等价关系. 因此可以考虑 C◦/ ∼, 其中
∼ 表示同伦.

为了把 C◦/ ∼ 与局部化联系起来, 首先比较双纤维性对象之间的同伦等价与弱等价.

定理 2.4.5. (Whitehead) 令 C 为模型范畴, 则双纤维性对象之间的弱等价即为同伦等价.

证明. 先设 f : A→ B 是双纤维性对象之间的弱等价. 将它分解为

A
i−→ C

p−→ B, i ∈ Cof, p ∈W ∩ Fib .

由 3 选 2 性质, i 也是弱等价, 因而是平凡余纤维化. 又因为 A 余纤维性且 B 纤维性, C 也
同时余纤维性和纤维性.

我们先说明双纤维性对象之间的平凡纤维化是同伦等价. 若 p : C → B 是这样的态射,
则由 B 的余纤维性可在

∅ C

B B

p

idB

s

中提升, 得到 ps = idB . 取 C 的好柱对象

C t C (j0,j1)−−−−→ Cyl(C) q−→ C.

因 C 余纤维性, 左边的态射是余纤维化; 于是下图中的提升给出从 sp 到 idC 的左同伦:

C t C C

Cyl(C) B.

(sp,idC)

p

pq

H

双纤维性保证左右同伦一致, 所以 s 是 p 的同伦逆. 对偶地, 双纤维性对象之间的平凡余纤
维化也是同伦等价. 因此上面的 i 与 p 都是同伦等价, 它们的复合 f 也是同伦等价.

反过来, 设 f : A → B 是双纤维性对象之间的同伦等价. 将 f 分解为平凡余纤维化

i : A → C 后接纤维化 p : C → B. 如上, C 仍是双纤维性对象, 而已经证明的方向说明 i 是

同伦等价. 取 f 的同伦逆 f ′ : B → A 以及从 ff ′ 到 idB 的左同伦 H : Cyl(B)→ B. 取好柱
对象时, 端点包含 j0 : B → Cyl(B) 是余纤维化, 故下图有提升:

B C

Cyl(B) B.

if ′

j0 p

H

H′
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令 s = H ′j1 : B → C. 则 ps = idB , 且 s ∼ if ′. 再取 i 的同伦逆 i′ : C → A. 由同伦与复合
的相容性,

p ∼ pii′ = fi′, sp ∼ if ′p ∼ if ′fi′ ∼ ii′ ∼ idC .

最后说明 sp 是弱等价. 若 K : Cyl(C) → C 是从 idC 到 sp 的左同伦, 则柱对象的两个端
点包含 j0, j1 : C → Cyl(C) 都是弱等价. 从 Kj0 = idC 先由 3 选 2 性质得到 K ∈ W, 再由
Kj1 = sp 得到 sp ∈W. 由于 ps = idB , 态射 p 在箭头范畴中是 sp 的收缩核; 模型范畴中的
弱等价对收缩核封闭, 故 p ∈W. 于是 f = pi 也是弱等价.
这正是 [Hovey, Proposition 1.2.8] 的论证.

因此我们知道

定理 2.4.6. 对于局部小的模型范畴 C, 有范畴等价

C◦/ ∼ ∼→ C◦[(W◦)−1] ∼→ C[W−1].

特别地, C 的同伦范畴是局部小范畴.

证明. 记商函子为 π : C◦ → C◦/ ∼, 局部化函子为 ` : C◦ → C◦[(W◦)−1]. 先说明 ` 把同伦的

态射映为相同态射. 若 f, g : X → Y 之间的左同伦由 H : Cyl(X) → Y 给出, 记柱对象的端
点包含为 δ0, δ1、收缩为 q. 因 qδ0 = qδ1 = idX 且 q ∈ W , 在局部化中有

`(δ0) = `(q)−1 = `(δ1), `(f) = `(H)`(δ0) = `(H)`(δ1) = `(g).

在双纤维性对象之间左右同伦一致, 因此 ` 经由 π 唯一分解出函子

¯̀: C◦/ ∼−→ C◦[(W◦)−1].

另一方面, Whitehead 定理说明每个 w ∈ W◦ 都有同伦逆, 所以 π(w) 是同构. 由局部化的泛
性质,π 唯一分解出

π̄ : C◦[(W◦)−1] −→ C◦/ ∼ .

两个分解的唯一性表明 ¯̀与 π̄ 在相差自然同构的意义下互逆, 这给出第一个等价; 这也是
[Hovey, Corollary 1.2.9] 的内容.

第二个等价由包含 C◦ ↪→ C 诱导. 每个对象都通过余纤维性替换与纤维性替换得到一
个双纤维性对象以及连接二者的弱等价, 这给出局部化后的本质满性; 其余的全忠实性与泛
性质见命题 2.4.1, 即 [Hovey, Proposition 1.2.3]. 局部小性则来自第一个商范畴的态射集
HomC(X,Y )/∼.

最后要把本章的层级说清楚. 上述定理计算的是普通同伦范畴; 它并不意味着局部化的
映射空间都是离散的. 若以 (C,W)∞ 表示保留全部同伦相容性资料的高阶局部化, 则有

Ho(C) ' h
(
(C,W)∞

)
,
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右侧的 h 表示取同伦范畴, 也就是只保留映射空间的连通分支. 要恢复完整映射空间, 还需
使用单纯局部化、杠局部化或其他等价构造. 下一章的 Kan–Quillen、Joyal 与 Bergner 模型
正好把这层高阶资料具体呈现出来.
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单纯集与模型结构

• 单纯集只有一个很朴素的定义: 它是一串集合, 配上面与退化运算. 但同一个范畴 sSet
上可以放置不同的弱等价类, 于是它能够讲述两种不同的故事. Kan–Quillen 模型结构
把单纯集看成空间, Joyal 模型结构则把单纯集看成范畴.

• 本章先把单纯集本身讲清楚, 再讨论几何实现–奇异复形伴随以及 Kan–Quillen 模型结
构. 随后我们转向拟范畴与 Joyal 模型结构, 最后引入单纯范畴上的 Bergner 模型结构
以及取道路范畴–同伦脉伴随.

• 贯穿本章的原则仍然是: 模型结构是计算同伦论的点集工具, 真正与选择无关的是把弱
等价局部化以后得到的高阶范畴. nLab 的导论沿着 “拓扑同伦论–抽象模型范畴–经典
空间模型”组织材料 [nLab-IHT];我们在这条路线之上再加入范畴型的 Joyal与 Bergner
呈现.

§ 3.1 从单形范畴到单纯集

3.1.1 单形范畴、面与退化

记

[n] = {0 < 1 < · · · < n}, n ≥ 0.

这些有限非空全序集以及保序映射构成单形范畴 ∆. 对 0 ≤ i ≤ n, 有两类基本态射:

δi : [n− 1] −→ [n], 其像略去i;

σi : [n+ 1] −→ [n], 它把i 与i+ 1 映到同一点.

前者称为余面态射, 后者称为余退化态射. 任意 ∆中的态射都能唯一分解为一个满射后接一

个单射, 因而这些态射确实生成了整个单形范畴.
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定义 3.1.1. (单纯集) 单纯集是函子

X• : ∆
op −→ Set,

不强调分次时仍将其简记为 X. 全体单纯集及其自然变换构成范畴 sSet. 记

Xn = X([n]), di = X(δi) : Xn → Xn−1, si = X(σi) : Xn → Xn+1.

Xn 的元素称为 X 的 n-单形; di 与 si 分别称为第 i 个面运算与退化运算.

把函子性展开, 就得到熟悉的单纯恒等式:

didj = dj−1di (i < j),

sisj = sj+1si (i ≤ j),

disj =


sj−1di, i < j,

id, i = j 或i = j + 1,

sjdi−1, i > j + 1.

反过来, 给出集合 Xn 以及满足这些恒等式的 di, si, 也就给出了一个单纯集. 因而函子定义
负责告诉我们结构从哪里来, 面–退化描述则负责实际计算.
若 x ∈ Xn 落在某个 si 的像中, 就称 x 是退化单形; 否则称其为非退化单形. 退化单形

并不是应当删去的冗余数据: 它们编码恒同态射, 并保证不同维数之间严格相容.

3.1.2 标准单形、边界与尖角

定义 3.1.2. (标准单形) 标准 n-单形是可表单纯集

∆n = Hom∆(−, [n]).

Yoneda 引理给出自然双射

HomsSet(∆
n, X) ' Xn.

因此一个 n-单形既可以看成元素 x ∈ Xn, 也可以看成一个特征态射 x : ∆n → X. 后一种写
法特别适合讨论粘合与提升问题.

定义 3.1.3. (边界与尖角) 对 n ≥ 0, 标准单形的边界 ∂∆n ⊆ ∆n 是全部真面的并; 约定
∂∆0 = ∅. 逐度地说,

(∂∆n)m = {α : [m]→ [n] | α 不是满射}.

对 n ≥ 1 及 0 ≤ i ≤ n, 第 i 个尖角是

Λni =
⋃
j 6=i

δj(∆n−1) ⊆ ∂∆n.
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换言之, 它保留除第 i 个面以外的所有面. 当 0 < i < n 时称为内尖角; 当 i = 0 或 i = n 时

称为外尖角.

这里有一个容易画错的地方: Λni 是从边界中去掉第 i 个面, 不是去掉第 i 个顶点. 例如
Λ2
1 给出两条首尾相接的边; 填入一个 2-单形, 就是在给这两条边指定复合以及见证复合的二
维资料.

边界还说明单纯集如何逐层搭起来. 令 Xnd
n 为 X 的非退化 n-单形集合, 并约定

sk−1X = ∅. 则对每个 n ≥ 0, 下图是推出方块:∐
x∈Xnd

n

∂∆n skn−1X

∐
x∈Xnd

n

∆n sknX.
⌜

于是 X ' colimn sknX: 单纯集就是把标准单形沿边界一层层粘起来所得的组合对象. 这也
是几何实现会产生胞腔结构的根本原因. 上述基本材料可参见 [GJ09, Chapter I, §§1–2].

§ 3.2 从单纯集到空间

3.2.1 几何实现–奇异复形伴随

拓扑标准 n-单形为

|∆n|top =

{
(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1

∣∣∣ ti ≥ 0,

n∑
i=0

ti = 1

}
.

保序映射 α : [m]→ [n] 诱导仿射映射 |α| : |∆m|top → |∆n|top.

定义 3.2.1. (几何实现与奇异复形) 单纯集 X 的几何实现是商空间

|X| =

∐
n≥0

Xn × |∆n|top

/ ∼,
其中对 α : [m]→ [n], x ∈ Xn 及 t ∈ |∆m|top, 施加关系

(X(α)(x), t) ∼ (x, |α|(t)).

拓扑空间 Y 的奇异复形 Sing(Y ) 定义为

Sing(Y )n = HomTop(|∆n|top, Y ),

面与退化由预合成给出.
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命题 3.2.2. (几何实现–奇异复形伴随) 有伴随

| − | : sSet
|−|
⇄

Sing
Top,

即存在自然双射

HomTop(|X|, Y ) ' HomsSet(X, SingY ).

证明. X 是它的全部标准单形的余极限, 而 |X| 按定义把同一个余极限送入拓扑空间. 对每
个标准单形应用 Yoneda 引理, 再使用 “从余极限出发的态射等于一族相容态射”, 就得到所
述自然双射. 这也解释了为什么实现公式中的商关系恰好是面–退化关系.

把上一节的骨架推出逐项实现, 可见 |X| 由每个非退化 n-单形贡献的一个 n-胞腔逐层
粘成. 特别地, 每个单纯集的几何实现自然是 CW 复形 [GJ09, Proposition I.2.3]. 这句话只
描述实现的胞腔结构, 并不表示单纯集与 CW 复形在普通范畴意义下互为逆构造; 真正的对
应要等到指定弱等价以后才成立.

3.2.2 Kan 复形

尖角把同伦延拓问题变成了纯组合的提升问题.

定义 3.2.3. (Kan 纤维化与 Kan 复形) 单纯集态射 p : X → Y 称为 Kan 纤维化, 如果它
对所有尖角包含

Λni ↪→ ∆n, n ≥ 1, 0 ≤ i ≤ n,

具有右提升性质. 显式地说, 每个实线交换图都有虚线提升:

Λni X

∆n Y.

p

若 X → ∆0 是 Kan 纤维化, 就称 X 为 Kan 复形.

命题 3.2.4. 对任意拓扑空间 Y , 奇异复形 Sing(Y ) 都是 Kan 复形. 更一般地, 连续映射
p : E → B 是 Serre 纤维化, 当且仅当 Sing(p) 是 Kan 纤维化.

证明. 伴随把 Λni → Sing(Y ) 变成 |Λni | → Y . 几何尖角 |Λni | ⊆ |∆n| 是强形变收缩核, 因而
前一映射可沿一个收缩延拓到 |∆n|, 再经伴随转回即得尖角填充. 相对版本正是 Serre 纤维
化的提升性质; 详见 [GJ09, Chapter I, §3].

Kan 条件要求内、外尖角全部可填. 内尖角控制复合, 外尖角则控制逆. 对经典 1-范畴
C, 其脉

N(C)n = HomCat([n], C)

总有唯一的内尖角填充, 而 N(C) 是 Kan 复形当且仅当 C 是群胚. 稍后定义拟范畴后, 我们
会把这个观察写成高阶版本.
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3.2.3 Kan–Quillen 模型结构

现在可以把上一章的抽象模型结构放到 sSet上. 下述模型结构也常被称为 Quillen–Kan
模型结构.

定理 3.2.5. (Kan–Quillen 模型结构) 在 sSet 中指定以下三类态射可构成一个余纤维生成
的模型结构:

1. 余纤维化是逐度单射, 也就是单纯集的单态射;

2. 纤维化是 Kan 纤维化;

3. 弱等价是满足 |f | : |X| → |Y | 为弱同伦等价的态射 f : X → Y .

一组生成余纤维化与生成平凡余纤维化分别是

IKQ = {∂∆n ↪→ ∆n}n≥0, JKQ = {Λni ↪→ ∆n}n≥1, 0≤i≤n.

证明. 这是 Kan–Quillen 模型结构定理; 可参见 [GJ09, Theorem I.11.3] 或 [Hovey, Theo-
rem 3.6.5]. 这里不重复小对象论证与最小纤维化的技术细节.

由于 ∅ → X 总是单态射, 每个单纯集都是余纤维性对象. 纤维性对象恰为 Kan 复形,
所以双纤维性对象也恰为 Kan 复形. 对 Kan 复形之间的态射, 弱等价还可以由 π0 以及各基

点处的所有同伦群 πn 检测. 因而 Kan–Quillen 模型结构确实是一个纯组合的空间模型.

3.2.4 与方便拓扑空间的对照

直接在全体拓扑空间上做范畴论时, 映射空间与乘积的行为并不总够好. 因此我们把工
作环境取为紧生成弱 Hausdorff 空间的范畴 Topcgwh. 它仍包含通常遇到的 CW 复形、流形

与度量空间, 同时又是适合讨论映射空间的方便范畴.

定理 3.2.6. (拓扑空间的经典模型结构) Topcgwh 上有经典模型结构, 其中

1. 弱等价是弱同伦等价;

2. 纤维化是 Serre 纤维化;

3. 余纤维化是对所有平凡 Serre 纤维化具有左提升性质的态射.

可取

{Sn−1 ↪→ Dn}n≥0 和 {Dn × {0} ↪→ Dn × I}n≥0

分别作为生成余纤维化与生成平凡余纤维化, 其中约定 S−1 = ∅.
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这正是紧生成弱 Hausdorff 空间上的经典模型结构; 模型范畴公理与生成集的验证见
[Hovey, Theorem 2.4.25].

所有方便拓扑空间都是纤维性对象. 余纤维性对象则是由圆盘粘合所得的胞腔对象的收
缩核; 特别地 CW复形是余纤维性的. 这里必须保留 “收缩核”三个字: 我们并没有声称每个
余纤维性对象本身恰好就是某个 CW 复形. 这些陈述及方便空间范畴之间的比较见 [Hovey,
§2.4].

定理 3.2.7. (单纯集与空间的 Quillen 等价) 几何实现–奇异复形伴随限制为 Quillen 等价

| − | : sSetKQ
|−|
⇄

Sing
Topcgwh.

对任意单纯集 X 与方便拓扑空间 Y , 单位与余单位

X −→ Sing |X|, | SingY | −→ Y

分别是 Kan–Quillen 弱等价与弱同伦等价.

证明. 参见 [GJ09, Theorem I.11.4] 以及 [Hovey, Theorem 3.6.7]. 后一参考文献先在 k-空间
上给出此 Quillen 等价, 再由方便空间与 k-空间的 Quillen 等价得到上述版本.

两侧的点集行为并不对称, 但这恰好显示模型结构的用处:

sSetKQ Topcgwh

弱等价 实现后的弱同伦等价 弱同伦等价

纤维性对象 Kan 复形 所有对象

余纤维性对象 所有对象 胞腔对象的收缩核

方便之处 提升与粘合完全组合化 几何直观与映射空间直接可见

取底层高阶范畴以后, 这两套点集资料都呈现空间的高阶范畴 S. 因此 “Kan 复形与空间相
同” 的准确含义是它们给出等价的同伦理论, 而不是两个普通范畴同构.

§ 3.3 从单纯集到范畴

3.3.1 普通脉与拟范畴

经典 1-范畴 C 的脉定义为

N(C)n = HomCat([n], C).
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一个 2-单形记录可复合的两条态射以及它们的复合, 一个 3-单形记录结合律. 更精确地说,
单纯集 X 是某个经典 1-范畴的脉, 当且仅当每个内尖角在 X 中都有唯一填充. 如果去掉唯
一性, 复合就不再被迫严格选定, 而是连同全部高阶同伦相容性资料一起存在.

定义 3.3.1. (拟范畴) 单纯集 C 称为拟范畴, 如果对所有

Λni ↪→ ∆n, n ≥ 2, 0 < i < n,

都具有右提升性质. 也就是说, C 的每个内尖角都能填充, 但填充一般不唯一.

在拟范畴中, 0-单形是对象, 1-单形是态射, 内 2-尖角填充给出复合的选择; 不同选择之
间由更高单形联系, 而高维内尖角继续提供全部同伦相容性. 外尖角没有被要求可填, 因为
一般态射不应当可逆. 这正是拟范畴与 Kan 复形的分界.

对任意单纯集 K, 记 hK 为由顶点与边生成的经典 1-范畴: 把退化边规定为恒等态射,
再除以 2-单形给出的复合关系. 当 C 是拟范畴时, 若一条边在 hC 中的像为同构, 就称它是
C 中的等价.

命题 3.3.2. (Kan 复形是 ∞-群胚) Kan 复形是拟范畴. 一个拟范畴是 Kan 复形, 当且仅
当其中每条边都是等价. 因而 Kan 复形正是由单纯集呈现的 ∞-群胚.

证明. Kan 条件当然蕴含内尖角填充. 反过来, 在拟范畴中, 外尖角填充所缺少的恰是边的
左右逆及其高阶同伦相容性; 当每条边都是等价时, 这些填充全部存在. 精确证明见 [HTT,
Proposition 1.2.5.1].

3.3.2 Joyal 模型结构

要把任意单纯集先替换为拟范畴, 我们需要换掉 Kan–Quillen 模型结构中的弱等价与纤
维化. 为了精确定义新的弱等价, 记

Fun(A, C)n = HomsSet(A×∆n, C)

为单纯集的内部函子对象.

定义 3.3.3. (弱范畴等价) 单纯集态射 f : A → B 称为弱范畴等价, 如果对每个拟范畴 C,
限制函子

hFun(B, C) −→ hFun(A, C)

都是经典 1-范畴的等价.

当 A,B 本身已经是拟范畴时, 这个定义就是高阶范畴意义下的等价; 它同时检测对象是
否本质满以及映射空间是否等价. 这里不把它叫作弱同伦等价, 因为这两类弱等价确实不同.

定理 3.3.4. (Joyal 模型结构) sSet 上存在左恰当、组合的模型结构, 满足:
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1. 余纤维化仍是单态射;

2. 弱等价是弱范畴等价;

3. 纤维化是对所有既为单态射又为弱范畴等价的态射具有右提升性质的态射;

4. 纤维性对象恰为拟范畴.

这称为 Joyal 模型结构, 记作 sSetJ.

证明. 这是 Joyal 的模型结构定理; 本处采用的弱范畴等价刻画与模型结构中的范畴等价相
同. 参见 [HTT, Theorem 2.2.5.1 and Proposition 2.2.5.8].

这里第三条不能随手改写成 “纤维化就是内纤维化”. 更精确地, 若 p : C → D 是拟范畴
之间的态射, 那么 p 是 Joyal 纤维化, 当且仅当它同时满足:

1. p 是内纤维化;

2. 对任意 x ∈ C 以及 D 中从 p(x) 出发的等价 e : p(x)→ y, 都存在 C 中从 x 出发的等价

ẽ : x→ x′ 使得 p(ẽ) = e.

第二条负责提升对象之间的等价. 只有在底为一点等特殊情形, 它才自动成立; 这也解释了
为什么对终对象的 Joyal 纤维化条件恰好给出拟范畴. 参见 [HTT, Corollary 2.4.6.5].

所有单纯集在 Joyal 模型结构中仍然余纤维性. 每个内尖角包含都是平凡余纤维化, 但
不要据此把 Joyal 平凡余纤维化简单等同于由内尖角生成的内零伦态射; 为了控制对象间的
等价, 完整的平凡余纤维化类还含有额外资料.

注记 3.3.5. (同一个 sSet, 两种不同的局部化) Kan–Quillen 与 Joyal 模型结构有相同的余
纤维化, 但 Joyal 弱等价更少, 因而 Joyal 纤维性对象更多:

{Kan 复形} ⊊ {拟范畴}.

最小的反例已经是

∆1 −→ ∆0.

它在几何实现后是两个可缩空间之间的弱同伦等价, 所以是 Kan–Quillen 弱等价; 但 [1] →
[0]不是范畴等价,所以它不是 Joyal弱等价. 从与模型无关的角度看, Kan–Quillen局部化是
在 Joyal 所呈现的范畴论上进一步把每条态射都形式地变成可逆态射, 也就是取群胚化. 详
见 [HTT, Remark 1.2.5.6].

特别地, X → Sing |X| 是 Kan–Quillen 纤维性替换, 并可视为把 X 中所有边自由变成

可逆后的 ∞-群胚; 除非 X 已经是群胚型的, 它通常不是 Joyal 弱等价. 这正说明 “呈现空
间” 与 “呈现范畴” 不是同一句话的两种说法.
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§ 3.4 单纯范畴与 Bergner 模型结构

3.4.1 单纯集充实范畴

拟范畴把全部资料放在一个单纯集中. 另一种做法则更接近经典范畴: 保留一组对象,
但把每个态射集合升级为一个空间模型.

定义 3.4.1. (单纯范畴) 单纯范畴是充实于乘积幺半范畴 sSet 的小范畴 A. 换言之, 它包
含:

• 一个对象集合 Ob(A);

• 对每对对象 x, y, 一个映射单纯集 HomA(x, y);

• 严格结合且有单位的复合态射

HomA(y, z)×HomA(x, y) −→ HomA(x, z).

小单纯范畴构成范畴 sCat.

定义经典 1-范畴 π0A 如下: 对象仍为 A 的对象, 而

Homπ0A(x, y) = π0 HomA(x, y).

一个顶点 u ∈ HomA(x, y)0 称为同伦等价, 如果其像在 π0A 中为同构.

定义 3.4.2. (DK 等价) 单纯函子 F : A → B 称为 Dwyer–Kan 等价, 简称 DK 等价, 如
果:

1. 对每对 x, y ∈ A, 态射
HomA(x, y) −→ HomB(Fx, Fy)

是 Kan–Quillen 弱等价;

2. π0F : π0A → π0B 是经典 1-范畴的等价.

第一条已经保证 π0F 在态射集上全忠实, 所以第二条也可以只说 π0F 本质满. 这一定
义把经典范畴等价的 “全忠实加本质满”逐字升级: 全忠实不再是态射集合的双射, 而是映射
空间的弱等价.

为了写出 Bergner 模型结构, 还需要把纤维化的对象条件说清楚.

定义 3.4.3. (Bergner 纤维化) 单纯函子 F : A → B 称为 Bergner 纤维化, 如果满足:

1. 对每对 x, y ∈ A, 映射单纯集上的态射

HomA(x, y) −→ HomB(Fx, Fy)

是 Kan 纤维化;
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2. 若 x ∈ A, b ∈ B, 且 e : Fx → b 是 B 中的同伦等价, 则存在 x′ ∈ A 与同伦等价
d : x→ x′, 使得

F (x′) = b, F (d) = e.

第二条是等价的提升条件. 只要求映射单纯集上的 Kan 纤维化是不够的, 因为那样无法
控制对象在同伦等价下的提升.

定理 3.4.4. (Bergner 模型结构) sCat 上存在余纤维生成的模型结构, 其中

1. 弱等价是 DK 等价;

2. 纤维化是定义 3.4.3中的态射;

3. 余纤维化由对平凡纤维化的左提升性质确定.

其纤维性对象恰为局部 Kan 的单纯范畴, 即每个 HomA(x, y) 都是 Kan 复形.

证明. 模型结构的存在性以及上述两条纤维化条件见 [Ber07, Theorem 1.1]. 对终对象考察
纤维化条件时, 第二条自动成立, 第一条则恰好要求全部映射单纯集为 Kan 复形, 因而得到
最后一句.

3.4.2 取道路范畴–同伦脉伴随

普通脉用 [n] 探测经典范畴. 对单纯范畴而言, [n] 的态射集合太薄, 看不见复合之间的
同伦; 应当把它换成一个带有全部同伦相容性资料的单纯范畴.
对 0 ≤ i ≤ j ≤ n, 令

Pi,j = {S ⊆ {i, i+ 1, . . . , j} | i, j ∈ S},

并以包含关系排序. 定义单纯范畴 C[∆n]: 对象为 0, . . . , n, 且

HomC[∆n](i, j) =

N(Pi,j), i ≤ j,

∅, i > j.

复合由子集取并给出. 当 i < j 时, N(Pi,j) 是一个维数为 j − i− 1 的立方体: 从 i 到 j 的不

同分段道路不必严格相同, 但它们由一个可缩的高阶同伦空间联系起来.

定义 3.4.5. (取道路范畴构造与同伦脉) 对任意单纯集 X, 取道路范畴构造将 X 送到单纯

范畴

C[X] = colim
(∆n→X)

C[∆n].

对单纯范畴 A, 其同伦脉（homotopy coherent nerve）Nhc(A) 定义为

Nhc(A)n = HomsCat(C[∆
n],A).
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由构造立即得到伴随

C[−] : sSet
C[−]
⇄
Nhc

sCat.

同伦脉的 0-单形是 A的对象, 1-单形是映射单纯集的顶点. 一个 2-单形不只给出 x
f−→ y

g−→ z

与 h : x → z, 还给出 HomA(x, z) 中连接 h 与 gf 的一条道路; 更高单形继续记录这些道路
之间的同伦相容性. 因此它一般不是取映射单纯集之 0-单形后所得经典范畴的普通脉. 只有
当映射单纯集全都离散时, 同伦脉才退化为普通脉.

命题 3.4.6. 若单纯范畴 A 局部 Kan, 则 Nhc(A) 是拟范畴.

证明. 内尖角的延拓问题可转写为若干映射单纯集中的尖角延拓问题, 后者由局部 Kan 条件
解决. 参见 [HTT, Proposition 1.1.5.10].

定理 3.4.7. (Joyal–Bergner 比较) 取道路范畴–同伦脉伴随给出 Quillen 等价

C[−] : sSetJ
C[−]
⇄
Nhc

sCatB.

左侧取 Joyal 模型结构, 右侧取 Bergner 模型结构.

证明. 参见 [HTT, Theorem 2.2.5.1]. 其中左伴随把范畴型单纯集变为一个复合严格、但映
射对象仍保留全部高阶同伦的单纯范畴; 右伴随再用增厚的标准单形读取这些同伦相容性资
料.

这个定理说明拟范畴与局部 Kan 单纯范畴不是两种互相竞争的 “高阶范畴定义”, 而是
同一个同伦理论的两套点集坐标. 同伦脉把严格的充实复合展开为高阶同伦相容性填充, 取
道路范畴构造则把填充资料组织回严格结合的充实复合.

§ 3.5 与模型无关的总图景

把本章出现的模型结构并列起来, 最重要的不是记住每一项公理, 而是先辨认它究竟在
呈现什么.

点集呈现 纤维性对象 弱等价 所呈现的高阶范

畴

sSetKQ Kan 复形 几何实现后的弱同伦等价 空间 S

Topcgwh 所有方便拓扑空间 弱同伦等价 空间 S

sSetJ 拟范畴 弱范畴等价 Cat∞

sCatB 局部 Kan 单纯范畴 DK 等价 Cat∞
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如果用 (−)∞ 表示关于指定弱等价的高阶局部化, 那么上述 Quillen 等价可以压缩为

(sSet,WKQ)∞ ' (Topcgwh,Whtpy)∞ ' S,

(sSet,WJ)∞ ' (sCat,WDK)∞ ' Cat∞.

这两行不能交叉误读. 第一行讨论的是对象与道路全部可逆的空间论; 第二行讨论的是允许
不可逆态射的范畴论. Kan 复形确实是特殊的拟范畴, 但 Kan–Quillen 与 Joyal 的弱等价类
并不相同.

最后再强调模型结构的角色. 在证明分解、构造替换或计算映射空间时, 余纤维化与纤
维化非常有用; 一旦转入底层高阶范畴, 它们就退居幕后, 剩下的是对象、映射空间与弱等价
所确定的局部化. 因此我们既不必回避模型范畴, 也不应把某一种模型误认成被它呈现的数
学对象本身.
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类型论的观点：HoTT 与 CaTT
• 前文从模型范畴与单纯集出发, 用外部的对象、态射、提升与局部化来组织同伦论. 本
章换一个方向: 把同伦论看作一种可以在其内部进行推理的语言. 这里的目标只是搭桥,
而不是建立一套完整的类型论课程.

• 最基本的口号是 “类型即空间, 项即点”. 依值类型记录空间上的纤维族, 恒等类型记录
道路空间, 而恒等之间的恒等继续记录更高同伦. 单叶性则把宇宙中的恒等与类型之间
的等价联系起来.

• 这套观点尤其适合同伦型与 ∞-意象. 它既不把一般 ∞-范畴中的非可逆态射变为可逆
态射, 也不使模型范畴失去作用. 本章最后会把这些边界明确写出来.

• 章末我们还会简要对照 CaTT: 同伦类型论从类型与恒等类型出发公理化空间, CaTT
则尝试从球状粘合图式、定向的高维胞腔与相干性出发, 为弱 ω-范畴提供一种合成语
言. 这只是研究方向的路标, 不是一套新的模型比较定理.

本章的基本参考是 Rijke 的讲义 [Rij22, Introduction and Chapters I–II]. 为了保持主
线清楚, 我们只写出足以解释语义的少量语法, 省略完整的形成、引入、消去与计算规则.

§ 4.1 判断、语境与依值类型

类型论首先谈的不是一个外部集合中的隶属关系, 而是若干种判断. 在语境 Γ 中, 最基
本的四种判断可以写成

Γ ` A type, Γ ` a : A,

Γ ` A ≡def B type, Γ ` a ≡def b : A.

前两项分别说 A 是类型、a 是 A 的项; 后两项是判断相同或定义相同. 判断相同由类型检查
过程直接识别, 它不是稍后要引入的恒等类型中的一个项. 因此必须区分

a ≡def b : A 与 p : a =A b.
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左边是元语言中的判断, 右边则是类型论内部的数学对象; 后者一般可以有不止一个项. 这
一区分正是高阶信息能够留下来的入口 [Rij22, Chapter I].
语境是一列变量声明, 后项的类型可以依值于前面已经声明的变量:

Γ = (x1 : A1, x2 : A2(x1), . . . , xn : An(x1, . . . , xn−1)).

若

Γ, x : A ` B(x) type,

便称 B 是 A 上的依值类型或类型族. 一个判断

Γ, x : A ` b(x) : B(x)

给出这个类型族的一族相容的项. 当 Γ ` a : A 时, 代入产生类型 B(a) 及项 b(a) : B(a). 普
通的非依值类型只是常值类型族.

注记 4.1.1. (语法不是集合记号的改写) 写 a : A 并不是断言集合论中的 a ∈ A. 每个项带
有指定类型, 而依值关系只沿语境中已经声明的变量发生. 这个看似细小的变化使 “相同的
证明”、“相同的结构” 都可以成为内部可研究的类型, 而不必预先把所有高阶信息压成真假
值.

§ 4.2 类型即空间

沿用 Clausen–Scholze 一系文献的术语, 我们把这里的空间对象称为生象（anima）. 在
本章中, 生象、空间、同伦型与 ∞-群胚指的是同一种模型独立对象; 它们构成的高阶范畴可
以写成

Ani ' S ' Gpd∞.

最口语化地说, 一个生象像是同伦意义下的 “集合” 或 “一群东西”: 它不只保留对象或点, 还
保留点之间的道路、道路之间的道路, 以及全部更高同伦相容性资料. 因而这里的 “集合” 绝
不是普通离散集合的同义词. 普通集合只对应 0-截断的生象; 若只留下点集或 π0, 就会丢掉
基本群与更高同伦群等资料. Scholze的讲义同样把生象称为空间,并把普通集合识别为 0-截
断生象, 同时说明生象的高阶范畴可由单纯集关于弱等价局部化得到 [Sch26, Lecture XI].
这里的 “生象” 也不是继 Kan 复形与拓扑空间之后又添上的第三种点集模型. 前章已经

说明, Kan 复形和方便拓扑空间是同一个高阶范畴 S 的两套呈现; 生象命名的正是被这些模
型呈现的对象本身.
把类型论读成同伦论时, 可以先使用下面这张词典:
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类型论中的资料 同伦语义中的资料

语境 Γ 底生象, 即底空间或底同伦型

Γ ⊢ A type Γ 上的纤维化 p : E → Γ

Γ ⊢ a : A p 的截面 s : Γ → E

代入或换基 纤维化的拉回

a =A b 从 a 到 b 的道路空间∑
x:A B(x) 类型族的总空间, 即依值和∏
x:A B(x) 截面空间, 即依值积

于是 “类型即空间（即生象）, 项即点” 只是无语境情形的简写. 真正能解释依值结构的
版本是: 一个类型族 x : A ` B(x) type 对应一个纤维化

p : E −→ A, p−1(x) ' B(x),

而一个依值项 x : A ` b(x) : B(x) 对应 p 的截面. 若沿 f : A′ → A 代入 B, 语义上便把 p 拉

回到 A′:
f∗E E

A′ A.

⌟
p

f

因此类型论中的代入律, 在语义上要求换基具有严格或相干的函子性. 这也是从一个模型范
畴真正构造类型论模型时, 除了同伦范畴以外还需要额外相干资料的原因.

4.2.1 依值和与依值积

设 B 对应 p : E → A. 依值和 ∑
x:A

B(x)

把底点 x 和纤维中的点 y : B(x) 配成 (x, y), 因而语义上就是总空间 E. 若还有 y : B(x) `
C(x, y) type, 则迭代依值和对应纤维化的复合.

依值积 ∏
x:A

B(x)

则由所有相容选择 x 7→ b(x) 组成, 因而对应 p 的截面空间. 从范畴论看, 对一个具有拉回的
范畴中的态射 f , 相应构造在存在时表现为伴随串

Σf a f∗ a Πf .
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这里 Σf 是沿 f 复合, 因而在切片范畴中给出依值和; 这一步本身不要求局部乘积闭. 依值
积 Πf 才要求 f∗ 有右伴随, 对所有 f 都有这种右伴随正是局部乘积闭条件的内容. 在模型
语义中还要验证 Πf 保持所选纤维化, 并且这些构造与换基相容; 一个任意模型范畴不会自
动给出这些资料.

注记 4.2.1. (沿道路的搬运) 若 p : x =A y, 那么依值类型 B 给出搬运映射

p∗ : B(x) −→ B(y).

在纤维化语义中, 这由沿底空间道路的提升来解释. 外部模型还需要选择与换基相容的提升
或等价的语义结构; 一条普通纤维化并不会无选择地给出严格唯一的 p∗. 因而依值类型并非
逐点任意指定一族对象: 它同时记住这族对象如何随底点以同伦相容的方式变化.

§ 4.3 恒等类型与高阶道路

给定 a, b : A, 恒等类型 a =A b 的项

p : a =A b

应当读作一条从 a 到 b 的道路. 它至少带有自反项

refla : a =A a.

恒等消去, 也叫道路归纳, 断言要构造一个随 x : A 与 p : a =A x 的对象, 只需处理 (a, refla)
的情形. 从这一条规则可以构造道路的复合与逆, 并证明单位律、结合律与逆元律. 关键在
于这些定律通常不是判断相同, 而是由更高一层恒等类型中的项见证 [Rij22, Section 5].

作为拓扑直观, 将 Topcgwh 视为拓扑充实范畴, 可以先看内部态射空间

PtopA = HomTopcgwh([0, 1], A), (d0, d1) : PtopA −→ A×A.

那么 a =A b 由 (d0, d1) 在 (a, b) 上的纤维解释, refla 对应常值道路. 若 p, q : a =A b, 则

H : p =(a=Ab) q

是道路之间的道路, 即端点固定的同伦. 继续迭代便得到同伦之间的同伦, 没有预设的最高
层.

从模型范畴的角度, 对作为类型来解释的纤维性对象 A, 真正用于语义的是另行选择的
对角态射分解

A Path(A) A×A,j

∼
(p0,p1)

其中 j 是平凡余纤维化, (p0, p1) 是纤维化, 而 j 解释自反项. 恒等消去的语义来自相应的提
升性质. 这里的 Path(A) 不必等于具体的 PtopA; 只有在给定模型、对象与点集条件后, 才
能把二者直接认同. 类型论语义真正需要的是这种道路对象在换基下的稳定选择, 而不是只
在 Ho(C) 中看见的态射类.
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注记 4.3.1. (为何得到的是高阶群胚) 道路可逆, 但其结合律等只在更高道路的意义下成
立; 更高道路又有再高一层的同伦相容性. 因此一个类型并不只给出普通群胚, 而应当被看
作带有全部同伦相容性资料的 ∞-群胚. 这句话的严格含义需要通过 Kan 复形、其他高阶群
胚模型或相应的 ∞-范畴语义来实现, 不能把它理解成一个所有等式都严格成立的无限层代
数结构.

§ 4.4 等价、宇宙与单叶性

为了描述类型之间正确的 “相同性”, 先定义一个映射 f : A→ B 在 b : B 上的同伦纤维

fibf (b) :=
∑
a:A

(
f(a) =B b

)
.

一个类型 X 称为可缩的, 若

isContr(X) :=
∑
x:X

∏
y:X

(x =X y)

有项. 可以把 f 是等价表述为每个 fibf (b) 都可缩; 等价地, f 带有适当同伦相容性资料的同
伦逆. 所有从 A 到 B 的等价组成类型 A ' B [Rij22, Chapter II].

这里的 “等价”是类型论内部的概念. 它不能在没有语义定理的情况下, 与任意相对范畴
中预先指定的弱等价类画等号. 在标准的 Kan 单纯集语义中, 类型由适当的纤维对象解释,
内部等价与外部同伦论的等价相容; 这是该语义模型的一项结论, 而不是 “弱等价” 这个词本
身带来的事实.

4.4.1 宇宙

宇宙 U 可以粗略看作 “小类型所组成的类型”. 更准确地说, 它带有一个解码族

A : U ` El(A) type.

一个项 A : U 是小类型的编码, 真正的类型是 El(A); 这里没有假设一个额外的 “所有类型之
类型” Type. 通常省略 El,直接把 A当作它所编码的类型. 宇宙要对 Σ、Π与恒等类型等类型

构造封闭; 同时不能无条件要求 U : U , 因而实际使用时还要管理宇宙层次 [Rij22, Section 6].
若 A,B : U , 沿宇宙中的道路 p : A =U B 搬运, 会得到一个等价

idtoequivA,B : (A =U B) −→ (A ' B), idtoequiv(reflA) = idA.

定义 4.4.1. (单叶性) 宇宙 U 称为单叶的, 若对任意 A,B : U , 映射 idtoequivA,B 是等价.

因此 “等价的类型相同” 只是单叶性的口语化表达. 精确陈述不是把两个外部对象强
行写成字面相等, 而是说宇宙中的道路空间与等价空间自身等价. 特别地, 一个类型的自等
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价会给出宇宙中的环路; 所以单叶的宇宙通常远不是一个 0-类型. Rijke 将单叶性表述为
上述 idtoequiv 是等价, 并给出等价归纳等若干等价形式 [Rij22, Theorem 17.1.1 and Ax-
iom 17.1.2].

在标准单纯集模型语义的一类实现中, 宇宙由一条分类适当小 Kan 纤维化的泛纤维化
表示, 而 “单叶性” 是这条泛纤维化需要额外满足的性质 [KLL21]. 这是模型语义中的构造定
理, 不是 Kan–Quillen 模型结构形式上的自动推论: 还需要选定大小条件、封闭于类型构造
的纤维化类以及合适且单叶的宇宙, 并验证代入与这些构造的相容性.

§ 4.5 截断层次

恒等类型的复杂度可以递归测量. 令

isTrunc−2(A) := isContr(A),

isTruncn+1(A) :=
∏
x,y:A

isTruncn(x =A y).

若 isTruncn(A) 有项, 就称 A 是 n-截断类型或 n-类型. 前几层可以这样理解 [Rij22, Defini-
tion 12.4.1]:

层次 名称 含义

−2 可缩类型 有一个中心, 且所有点都与它恒等

−1 命题 任意两个项恒等; 可以无项, 也可以有项

0 集合 任意恒等类型都是命题

1 群胚层次 任意恒等类型都是集合

n n-类型 高于第 n 层的道路资料不再含新的信息

从同伦论看, n-截断意味着高于 n 的同伦群消失; 从高阶群胚看, 它允许我们在第 n 层

以后截断同伦相容性资料. 并非每个类型都处在某个有限层次: 一个一般空间可以同时具有
任意高阶的非平凡同伦. 这一层次也解释了传统数学如何嵌入类型论: 命题是 (−1)-类型, 普
通集合是 0-类型, 而同伦类型论并不要求所有类型都退化到 0 层.

§ 4.6 与前文模型的关系和边界

前文的两个单纯集模型结构在这里扮演不同角色. Kan–Quillen 模型结构呈现同伦型的
理论, 其纤维性对象是 Kan 复形; Kan 复形中的边可以反向到同伦意义下的逆, 因而它们适
合解释类型的 ∞-群胚内容. Joyal 模型结构的纤维性对象是拟范畴, 它还记录一般不可逆的
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1-态射. 所以裸的 “类型即空间” 对应前者的方向, 并不把一个任意拟范畴直接变成一个类
型.

注记 4.6.1. (三种层次不要混在一起) 1. 语法层: 判断、代入、Σ、Π、恒等类型、宇宙

与单叶性是生成规则和公理.

2. 语义层: 在合适的 Kan 单纯集模型中, 依值类型由 Kan 纤维化、恒等类型由纤维道路
对象、宇宙由单叶的泛纤维化解释.

3. 所呈现的高阶范畴层: 该模型呈现空间的 ∞-范畴; 进入这一层后, 结论不应依赖某个
特定点集分解的偶然选择.

这个区分也说明模型范畴为什么仍然有用. 为了证明一个语法系统相容、构造单叶的宇
宙、验证 Π 保持纤维化或处理严格代入, 常常仍要在某个具体模型中计算. 模型独立的语言
告诉我们哪些结论是内在的; 模型结构则提供证明这些结论和比较不同呈现的工具.
最后, 对于已经配备解释依值类型论所需结构的适当 ∞-意象语义模型, 同伦类型论提供

一种内部语言视角. 这类语义中, 对象像随底空间变化的同伦型, 因而依值和、依值积与恒等
类型都有自然解释; 而是否存在严格且单叶的宇宙则是需要证明的语义结果 [Shu19]. 但这并
不等于说:

• 任意带非可逆态射的 ∞-范畴都是一个类型;

• 任意模型范畴都自动为依值类型论提供一个单叶的宇宙;

• 类型等价可以不经验证地认作任意模型结构中的弱等价;

• 有了内部语言以后, 点集模型、局部化与模型之间的比较就可以全部省略.

较稳妥的总结是: 模型范畴与单纯集从外部给出同伦论的呈现, 同伦类型论则把其中一
部分高阶结构变成可以在内部直接推理的语法. 两者描述的是相通的数学, 但回答的问题不
同, 所需的相干资料也不同.

4.6.1 从恒等类型到 CaTT 的定向胞腔

同伦类型论的起点是类型与恒等类型. 把 a =A b解释为道路以后, 它的项在同伦意义下
可以取逆, 于是一个类型首先公理化的是空间, 或者说 ∞-群胚. 可是一般 ∞-范畴还含有不
可逆的态射; 若要在语法内部直接保留这种方向性, 就不能只把所有高维胞腔都当作恒等类
型反复迭代.

CaTT（categorical type theory）的出发点正是另一套最小图式. 它有一个基类型, 其项
可看作 0-胞腔; 若 x, y : A 是平行胞腔, 则形成一个新的胞腔类型

x −→A y,
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其中的项比 x, y 高一维. 这里的箭头是定向的胞腔类型, 不是同伦类型论中自动带逆的恒等
类型, 也不是普通依值函数类型. 反复使用这个构造便得到对象、1-胞腔、2-胞腔以及更高胞
腔的球状边界 [FM17].

只有球状边界还不够: 高阶范畴还需要复合、单位、结合子以及它们之间没有尽头的相
干性. CaTT 以球状粘合语境记录可以合法拼接的边界图式, 再用高维运算与相干项填充这
些图式. 于是复合与结合不必逐维分别列成一张越来越长的公理表, 而由一条统一的语法机
制逐层生成. 这也是正在进行的 Synthetic-Categories-in-CaTT 计划所采用的合成范畴
论方向. 该仓库是研究中的形式化工程; 这里引用它是为了说明这条路线, 而不是把其中尚
在发展的构造当作已经完成的比较定理 [Cno26].

Finster–Mimram 在 2017 年给出这套语法时提出了相应的初始性猜想 [FM17]. 2024
年的后续工作证明了该猜想, 从而严格说明 CaTT 的集合值模型精确对应 Grothendieck–
Maltsiniotis 意义下的球状弱 ω-范畴 [BFM24]. 这是 CaTT 自身的语法–语义比较, 却还不
是 CaTT 与 Joyal 或 Bergner 模型结构之间的 Quillen 等价.
因此可以把两条类型论路线先粗略并列为:

合成语言 基本生成资料 主要想要保留的高阶对象

同伦类型论 类型、依值类型与恒等类型 空间或 ∞-群胚; 道路在同伦意义下可逆

CaTT 球状胞腔类型、粘合语境与相

干项

弱 ω-范畴; 各维胞腔一般不要求可逆

这张表只比较设计目标. 它没有断言两套语法彼此包含, 也没有断言 CaTT 已经成为任意
∞-范畴的完整内部语言.

这里还有一个必须单独指出的层级差别. 普通 CaTT的模型是球状弱 ω-范畴, 任意维的
胞腔原则上都可以不可逆; 前章的拟范畴却呈现 (∞, 1)-范畴, 只有 1-态射一般不可逆, 2 维
及以上的态射都是可逆的. 因此, 如果不另加高维可逆性或相应的截断条件, CaTT不能被称
作 Joyal 模型的内部语言. 它在这里提供的是一条更宽的 “公理化高阶范畴” 路线.
现在可以把它与前章的两条外部模型路线对齐. 拓扑空间与 Kan–Quillen 单纯集的

Quillen 等价呈现空间; 本章的同伦类型论正是与这条 “空间/∞-群胚” 路线相呼应的内部语
法. 另一方面, Joyal 模型结构保留不可逆的 1-态射, Bergner 模型结构把映射空间组织成充
实范畴, 而前章的取道路范畴–同伦脉伴随比较了这两种 (∞, 1)-范畴呈现. CaTT 与它们共
享 “从内部处理定向复合及高阶相干性” 的动机, 但它的普通模型属于更宽的弱 ω-范畴层级.

这里的 “相呼应” 不是第三个 Quillen 等价. 要把某个 CaTT 语法与拟范畴、局部 Kan
单纯范畴或其他弱 ω-范畴模型严格比较, 仍需分别给出语义、证明健全性, 并验证模型所表
达的等价概念和相干资料确实吻合. 同伦脉与取道路范畴已经给出的比较定理, 不能自动替
代这些工作.
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4.6.2 全书路线的回望

至此, 本书的几条路线可以放在同一张地图上. 经典范畴论提供对象、态射、伴随、极
限与局部化的共同语言; 模型范畴把弱等价、纤维化与余纤维化组织成可以计算的点集呈现;
单纯集一章又把这套方法分成两条典型支线:

Topcgwh 'Q sSetKQ 空间与 ∞-群胚,

sSetJ 'Q sCatB 带不可逆态射的 ∞-范畴.

最后的类型论观点不是在这张地图上再放一个竞争模型, 而是把视线从外部呈现转向合成推
理: 同伦类型论对应第一条路线的内部语言视角, CaTT 则提示一条公理化定向高阶范畴的
更广路线; 把它专门化到第二条 (∞, 1)-路线还需要额外条件与比较工作.
这也给出全书一以贯之的原则: 模型独立并不意味着不再使用模型. 具体模型让我们构

造、计算和比较; 局部化后的高阶范畴说明哪些结论不依赖坐标; 合成语言则尝试把这些内
在结构变成可以直接书写和推导的规则. 三者互相校准, 但任何一层都不能在没有比较定理
时替另外两层作出结论. 对读者而言, 最实用的习惯是始终先问清楚: 当前讨论的是语法、一
个具体模型, 还是模型所呈现的高阶范畴.
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